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La determinacio´n de las tensiones a las que esta´n sometidos los engranajes es una parte
importante del proceso de ca´lculo de la capacidad de carga de una transmisio´n de en-
granajes, que se realiza habitualmente mediante me´todos anal´ıticos, semianal´ıticos o
nume´ricos. Para que estos me´todos proporcionen resultados precisos, es importante que
se apliquen bajo escenarios tan realistas como sea posible. No obstante, las limitaciones
de estos me´todos, que pueden estar impuestas por sus hipo´tesis de ca´lculo o por su coste
computacional, hacen que en ocasiones se desprecien algunos efectos que pueden tener
cierta influencia sobre el estado tensional de la transmisio´n. Entre estos efectos, uno de
especial relevancia es la desalineacio´n de los engranajes producida por la deformacio´n
bajo carga de los ejes que los soportan.
En este trabajo, se han estudiado las limitaciones de los me´todos anal´ıticos, semi-
anal´ıticos y nume´ricos utilizados habitualmente para la determinacio´n del estado ten-
sional de transmisiones de engranajes de ejes paralelos, y se han propuesto nuevos
me´todos de ca´lculo, o modificaciones de los existentes, para vencer estas limitaciones
y tener en cuenta el comportamiento ela´stico de los ejes en el ca´lculo de las tensiones
a las que esta´n sometidos los engranajes. Posteriormente, haciendo uso de los me´todos
propuestos, se ha propuesto un nuevo procedimiento de modificacio´n de la geometr´ıa de
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1.1 Ma´quinas, mecanismos y transmisiones
Una ma´quina industrial es un sistema electromeca´nico que convierte la energ´ıa que le es
suministrada, habitualmente en forma de energ´ıa ele´ctrica, en trabajo u´til [3]. General-
mente se compone de una fuente de potencia, un sistema electro´nico capaz de controlar
dicha potencia y un sistema meca´nico capaz de transformarla en una combinacio´n u´til
de fuerza y movimiento.
En dicho sistema meca´nico se puede identificar habitualmente un punto de entrada,
sobre el cual se aplica la potencia, y uno o varios puntos de salida, en los que se situ´an
los actuadores. Entre estos puntos, los sistemas meca´nicos pueden estar compuestos por
distintos elementos, que sera´n los encargados de transmitir y transformar la potencia
desde el punto de entrada al mecanismo hasta el punto de salida. Sera´ el disen˜ador
quien escoja la mejor combinacio´n de estos elementos para la composicio´n del sistema
meca´nico, en funcio´n de las caracter´ısticas que e´ste deba cumplir.
Las transmisiones meca´nicas se encuentran entre esos elementos que componen habitual-
mente los sistemas meca´nicos, y se utilizan para transmitir potencia mediante movimien-
tos, generalmente de rotacio´n. Suelen disponer de un eje de entrada, sobre el que se
aplica la potencia, y uno o varios ejes de salida. La principal ventaja de las trans-
misiones meca´nicas, frente a otros tipos de transmisiones, es que su eficiencia es muy
elevada, y en el mundo industrial actual, esta caracter´ıstica es cada d´ıa ma´s importante.
Entre los motivos por los que habitualmente se incluyen transmisiones meca´nicas en un
sistema meca´nico se pueden citar los siguientes:
1
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Tabla 1.1: Tipos de transmisiones meca´nicas y frecuencia de uso. Datos extra´ıdos de
la referencia [2].
Tipo transmisio´n Me´todo transmisio´n Tipo interaccio´n Frecuencia
Ruedas de friccio´n Friccio´n Contacto directo 2%
Correa Friccio´n Transmisio´n flexible 5%
Engranaje Engrane Contacto directo 80%
Cadena Engrane Transmisio´n flexible 13%
(i) El eje de entrada y el eje de salida no son coaxiales y no permiten la conexio´n
directa entre la fuente de potencia y el actuador.
(ii) La velocidad requerida en el punto de salida del mecanismo difiere de la velocidad
con la que se mueve en el punto de entrada.
(iii) El punto de salida requiere de fuerzas muy distintas de las que se aplican en el
punto de entrada.
(iv) La velocidad en el punto de salida se debe cambiar de forma frecuente, mientras
que se dispone de una velocidad constante en el punto de entrada.
(v) En ocasiones, por motivos de seguridad, facilidad de mantenimiento, o simplemente
por las dimensiones de la ma´quina.
Un para´metro fundamental de toda transmisio´n es su eficiencia (η). El eje de entrada
de la transmisio´n meca´nica recibe una potencia PE a una velociad de giro nE , y pro-
porciona en su eje de salida una potencia PS (PS < PE) a una velocidad de giro nS . La
relacio´n entre la potencia de entrada y la potencia de salida (PS/PE) es la eficiencia de
la transmisio´n, y es un para´metro importante, pues ofrece informacio´n de la cantidad
de potencia que se pierde en procesos no productivos.
Otro para´metro fundamental para caracterizar una transmisio´n meca´nica es la relacio´n
de transmisio´n (u), que representa la relacio´n entre la velocidad de rotacio´n del eje de
entrada y la velocidad de rotacio´n del eje de salida (nE/nS). Cuando nE > nS , se dice
que la transmisio´n es reductora; por el contrario, si nS > nE se dice que la transmisio´n
es multiplicadora.
La transmisio´n de potencia entre distintos ejes se puede realizar por friccio´n o por
interferencia meca´nica entre sus componentes (engrane), por contacto directo o a trave´s
de una conexio´n flexible. Las transmisiones ma´s utilizadas resultantes de la combinacio´n
de estas posibilidades se muestran en la tabla 1.1, junto con la frecuencia aproximada
con la que se utilizan en la industria.
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Las transmisiones de engranajes tienen ventajas sobre los otros tipos de transmisiones en
muchos aspectos, especialmente en la seguridad, la duracio´n, la eficiencia y sus dimen-
siones reducidas. Este es el motivo por el que las transmisiones de engranajes constituyen
cerca del 80% de las transmisiones meca´nicas utilizadas en la industria, y constituyen el
objeto del presente trabajo.
1.2 Transmisiones de engranajes
Un engranaje se define como un elemento dentado disen˜ado para recibir o transmi-
tir movimiento a otro elemento dentado, a trave´s de la interferencia entre sus dientes.
Los dos engranajes pueden girar alrededor de ejes cuyas posiciones relativas esta´n fi-
jadas en el espacio, formando lo que se conoce como una pareja de engranajes. Las
parejas de engranajes transmiten potencia desde el eje conductor al eje conducido a
trave´s de la presio´n que ejercen los dientes del engranaje conductor (habitualmente el
de menor taman˜o o pin˜o´n) sobre los dientes del engranaje conducido (habitualmente el
de mayor taman˜o o rueda). Para conseguir una relacio´n de transmisio´n constante entre
el eje conductor y el eje conducido, los dientes de las ruedas dentadas que transmiten el
movimiento deben poseer perfiles conjugados.
Las principales ventajas que ofrecen las transmisiones de engranajes con respecto a otros
tipos de transmisiones son:
(i) Poseen una alta fiabilidad, y sus componentes son duraderos.
(ii) Permiten transmitir cargas grandes utilizando dispositivos de taman˜o reducido.
(iii) Tienen un alto grado de eficiencia meca´nica.
(iv) La transferencia de potencia del eje conductor al eje conducido se produce sin
grandes deslizamientos. Adema´s, pueden soportar picos de carga elevados.
(v) Su mantenimiento es sencillo comparado con el de otros tipos de transmisio´n.
Algunos de los inconvenientes que presentan este tipo de transmisiones es que pueden ser
ruidosas e introducen vibraciones en el sistema meca´nico. Adema´s, tienen altos costes
de produccio´n, debido a que deben satisfacer requerimientos elevados en cuanto a la
potencia que transmiten, en la velocidad a la que giran, en la precisio´n de su fabricacio´n
y en la precisio´n de trabajo. Por ese motivo, no es fa´cil fabricar transmisiones de alta
calidad, y a tal efecto sera´ necesario disponer de un alto grado de conocimiento y de
experiencia.
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En transmisiones de engranajes, se cumple que la relacio´n de transmisio´n es inversamente
proporcional a la relacio´n entre el nu´mero de dientes del pin˜o´n y de la rueda (z2/z1).
1.2.1 Tipos de transmisiones de engranajes
Las transmisiones de engranajes se pueden dividir entre aquellas que ofrecen una relacio´n
de transmisio´n constante y las que ofrecen una relacio´n de transmisio´n variable. A
continuacio´n se describen las caracter´ısticas principales de estos tipos de transmisiones
de engranajes.
Transmisiones de engranajes de relacio´n de transmisio´n constante
En las transmisiones meca´nicas de relacio´n de transmisio´n constante, la velocidad de giro
constante del eje de entrada (nE) produce una velocidad de giro constante en el eje de
salida (nS). En general, el disen˜o de este tipo de transmisiones se realiza considerando
los datos de la potencia disponible en el eje de entrada o la potencia requerida en el eje
de salida, las velocidades de giro de los ejes de entrada y salida, la posicio´n relativa de
los ejes y las distancias entre ellos, y las condiciones de operacio´n de la transmisio´n. Las
transmisiones meca´nicas de relacio´n de transmisio´n constante se dividen en:
(i) Transmisiones de ejes fijos (figura 1.1a). En este tipo de transmisiones de engrana-
jes, el u´nico movimiento que pueden realizar los ejes es el giro sobre su propio eje
de revolucio´n.
(ii) Transmisiones de ejes mo´viles (figura 1.1b). En este tipo de transmisiones de en-
granajes, al menos uno de sus ejes, adema´s de la rotacio´n sobre su eje de revolucio´n,
tiene un movimiento de traslacio´n.
En su forma ma´s ba´sica, las transmisiones de engranajes de ejes fijos esta´n compuestas
por una pareja de ruedas dentadas instaladas sobre sus respectivos ejes, dotados exclu-
sivamente de movimientos relativos de rotacio´n. Pueden operar de forma individual,
o se pueden acompan˜ar de otros componentes para formar un sistema de transmisio´n,
albergado en una caja especial, como en el caso de las cajas de engranajes. Tambie´n
se pueden acompan˜ar de otras parejas de engranajes, de manera que alguno de los ejes
soporte a ma´s de un engranaje, formando lo que se conoce como un tren de engranajes,
como el que se muestra en la figura 1.1a. Los trenes de engranajes sirven para conseguir
relaciones de transmisio´n elevadas en espacios reducidos.






Figura 1.1: Transmisiones de engranajes de relacio´n de transmisio´n constante
Por otro lado, las transmisiones de engranajes de ejes mo´viles (planetarios) son aquellas
en las que al menos una rueda esta´ dotada de un movimiento combinado de rotacio´n y
traslacio´n. Habitualmente esta´n compuestas por uno o varios engranajes solares, una
corona, uno o varios engranajes planetarios, y un brazo que une a los distintos engranajes
planetarios, como se muestra en la figura 1.1b.
Los planetarios tienen varias ventajas sobre las transmisiones de ejes fijos, entre las cuales
esta´ el hecho de que se pueden obtener razones de transmisio´n ma´s grandes en espacios
ma´s pequen˜os y siempre son reversibles. Adema´s, ofrecen la posibilidad de disponer
de salidas bidireccionales, conce´ntricas y simulta´neas, a partir de una u´nica entrada
unidireccional. Estas caracter´ısticas los hacen populares en el sector de la automocio´n.
Transmisiones de engranajes de relacio´n de transmisio´n variable
En las transmisiones con relacio´n de transmisio´n variable, la velocidad constante en el
eje de entrada (nE) resulta en una velocidad variable en el eje de salida (nS).
La forma ma´s comu´n de transmisiones de engranajes de relacio´n de transmisio´n variable
son las cajas de cambios. Estas transmisiones funcionan por el principio de intercam-
biabilidad de los engranajes fabricados a partir de la misma cremallera de corte. Los
engranajes se desplazan axialmente, produciendo relaciones de transmisio´n distintas en
funcio´n de la pareja de engranajes que transmitan el movimiento. En la figura 1.2 se
muestra un esquema del funcionamiento de este tipo de transmisiones. En este ejemplo,
los engranajes 1 y 4 tienen exactamente el doble de dientes que los engranajes 2 y 3. En
la figura 1.2a, la potencia se transmite desde el eje de entrada al eje de salida a trave´s
del contacto entre las ruedas 1− 3, obteniendo en este caso una relacio´n de transmisio´n
u = 1/2. En la figura 1.2b se observa como al desplazar axialmente el eje de entrada,
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la potencia se transmite desde el eje de entrada al eje de salida a trave´s de las ruedas








Figura 1.2: Esquema de una caja de cambios
Este tipo de transmisiones se utiliza frencuentemente para los cambios de marcha en
automocio´n y en ma´quinas herramientas.
1.2.2 Tipos de parejas de engranajes
Una transmisio´n de engranajes se compone por una o varias parejas de ruedas dentadas.
A continuacio´n se detallan algunos de los tipos de parejas de ruedas dentadas ma´s
utilizados en la industria, agrupadas segu´n la posicio´n relativa que ocupan sus respectivos
ejes.
Cuando las ruedas dentadas se utilizan para transmitir potencia entre ejes paralelos se
pueden clasificar en:
(i) Engranajes cil´ındricos rectos (figura 1.3a). Este tipo de engranajes se utiliza para
transmitir potencia entre ejes paralelos o entre un eje y una cremallera. Los dientes
de un engranaje cil´ındrico recto se disponen radialmente, espaciados uniforme-
mente a lo largo de la periferia de la rueda dentada y paralelos al eje sobre el que
el engranaje va instalado. El contacto teo´rico entre una pareja de dientes resulta
en una l´ınea recta, que es paralela a los ejes de rotacio´n de las ruedas dentadas.
Generalmente son concebidos para trabajar a velocidades bajas, pero cuando el
ruido no es un problema, pueden trabajar pra´cticamente a la misma velocidad que
cualquier otro tipo de engranajes.
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(a) (b)
Figura 1.3: Transmisiones de engranajes para ejes paralelos
(ii) Engranajes cil´ındricos helicoidales (figura 1.3b). Igual que los engranajes cil´ındricos
rectos, este tipo de engranajes se utiliza para transmitir movimiento entre ejes par-
alelos o entre un eje y una cremallera. Los dientes de estos engranajes esta´n inclina-
dos con respecto al eje de giro del engranaje. Debido a esta inclinacio´n, el proceso
de engrane se produce de manera que siempre hay dos o ma´s parejas de dientes
en contacto. Esto permite un funcionamiento ma´s suave que en los engranajes
cil´ındricos rectos. Sin embargo, a diferencia de los engranajes cil´ındricos rectos, en
los engranajes cil´ındricos helicoidales aparece una fuerza axial, que repercute en
la necesidad de instalarlos sobre rodamientos capaces de soportar cargas axiales.
Las parejas de engranajes ma´s habituales para transmitir potencia entre ejes que se
cortan son:
(i) Engranajes co´nicos. Este tipo de engranajes transmite potencia entre dos ejes que
se cortan (normalmente a un a´ngulo de 90o). En general ofrecen unos elevados
grados de eficiencia, que pueden superar el 98%. En funcio´n de la forma de sus
dientes, se pueden clasificar en dos tipos:
(i.a) Engranajes co´nicos de dientes rectos (figura 1.4a). Estos engranajes poseen
dientes rectos, que si se extendiesen hacia el centro del engranaje, intersec-
tar´ıan en su eje. Por este motivo, la accio´n conjugada entre dientes es similar
a la de un cono girando sobre otro cono. El uso de este tipo de engranajes
se limita generalmente a transmisiones que trabajan a velocidades bajas, y
cuando el exceso de ruido no resulta un problema.
(i.b) Engranajes co´nicos espirales. Estos engranajes poseen dientes que son curvos
y obl´ıcuos, como se muestra en la figura 1.4b. La inclinacio´n de los dientes
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resulta en un engrane gradual, en el que las l´ıneas de contacto son cont´ınuas,
habiendo en todo momento ma´s de una pareja de dientes en contacto. De-
bido a este continuidad en el engrane, la carga se transmite desde el engranaje
conductor al engranaje conducido de una forma ma´s gradual que en los en-
granajes co´nicos de dientes rectos. Estos engranajes tienen habitualmente
una capacidad de carga ma´s elevada que los de dientes rectos. Adema´s, su
uso es preferible cuando la transmisio´n trabaja a velocidades ma´s elevadas y
cuando los engranajes son muy pequen˜os.
(a) (b) (c)
Figura 1.4: Transmisiones de engranajes para ejes que se intersectan
(ii) Engranajes encarados (figura 1.4c). En este tipo de parejas de engranajes, una de
las ruedas dentadas tiene los dientes mecanizados en una de las caras perpendicu-
lares a su eje de giro. La otra rueda dentada (pin˜o´n), generalmente cil´ındrica recta
o helicoidal, esta´ instalada sobre un eje que se intersecta con el de la rueda. Los
rodamientos del pin˜o´n soportan la mayor parte de la carga axial, mientras que los
rodamientos de la rueda soportan carga axial y radial. La distancia de montaje
no es tan cr´ıtica como en engranajes co´nicos. Aunque no se consideran engranajes
co´nicos, el funcionamiento de ambos es muy similar.
Por u´ltimo, las parejas de engranajes ma´s comunes para transmitir potencia entre ejes
que se cruzan en el espacio son:
(i) Tornillo sin fin. Este tipo de transmisiones consisten en un tornillo sin fin y una
rueda dentada, como se muestra en la figura 1.5a. Transmiten potencia entre ejes
que se cruzan, usualmente dispuestos en a´ngulos rectos. Su eficiencia es ma´s bien
reducida, raramente supera el 90%, debido al gran deslizamiento que se produce
en el contacto. Sin embargo, producen relaciones de transmisio´n muy elevadas en
un volumen muy compacto. Adema´s, tienen la capacidad de autobloquearse, y
por lo tanto, pueden utilizarse para sostener cargas. Para incrementar el a´rea de
contacto entre los dientes se utilizan perfiles de dientes de envolvente simple o de
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 9
envolvente doble. En un conjunto de envolvente simple los dientes del engranaje
envuelven parcialmente al tornillo sin fin. En un conjunto de envolvente doble el
tornillo sin fin tambie´n envuelve al engranaje, haciendo que la forma del tornillo
sin fin se asemeje a la de un reloj de arena en lugar de a la de un cilindro. Esta
configuracio´n incrementa la complejidad y el coste de fabricacio´n, pero tambie´n
incrementa la capacidad de carga de la transmisio´n.
(a) (b)
(c) (d)
Figura 1.5: Transmisiones de engranajes para ejes que se cruzan en el espacio
(ii) Engranajes helicoidales para ejes cruzados (figura 1.5b). Los engranajes heli-
coidales para ejes cruzados tienen la misma geometr´ıa que los engranajes cil´ındricos
helicoidales, pero se utilizan para transmitir potencia entre ejes que se cruzan en
el espacio. En su funcionamiento, existe una gran componente de movimiento de
deslizamiento entre las superficies en contacto, por lo que es importante realizar
una buena seleccio´n de los materiales y los lubricantes utilizados, para reducir al
mı´nimo la friccio´n. Mientras que las parejas de engranajes cil´ındricos helicoidales
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 10
para transmitir potencia entre ejes paralelos deben tener sentidos de he´lice op-
uestos, cuando se utilizan para ejes cruzados no es necesario cumplir con esta
premisa. La relacio´n de transmisio´n de estos engranajes depende del nu´mero de
dientes, pero no del dia´metro de paso de las ruedas dentadas, lo que proporciona
mucha flexibilidad en la eleccio´n de la relacio´n de transmisio´n, distancia entre
centros y dimensiones de los engranajes. Puesto que el contacto relativo entre
parejas de engranajes es en teor´ıa como el de dos cil´ındros cruzados, la capacidad
de carga de estos engranajes no dependera´ de su ancho de cara, siempre que e´ste
sea suficiente parar cubrir todo el patro´n de contacto.
(iii) Engranajes hipoides (figura 1.5c). Este tipo de engranajes son, en apariencia,
similares a los engranajes co´nicos espirales. En cambio, su funcionamiento es
distinto, pues los ejes de giro de las ruedas dentadas no se intersectan, sino que
se cruzan en el espacio, proporcionando una mayor flexibilidad en el disen˜o de la
transmisio´n. Cuando esta´n en funcionamiento, los engranajes hipoides funcionan
incluso de forma ma´s suave y silenciosa que los co´nicos espirales, y su capacidad
de carga es superior, aunque su eficiencia es generalmente ma´s reducida.
(iv) Engranajes espiroides (figura 1.5d). Consisten de un pin˜o´n co´nico, cuya forma
se asemeja a un tornillo, y una rueda con dentado curvado mecanizado sobre
una de las caras del engranaje perpendiculares a su eje de rotacio´n. Ofrecen
relaciones de transmisio´n muy elevadas en montajes compactos, tienen costes bajos
de fabricacio´n y una elevada capacidad de carga, que los hace aptos para muchas
aplicaciones.
Este trabajo esta´ centrado en las transmisiones de potencia entre ejes paralelos. No
obstante, algunos de los me´todos desarrollados sera´n aplicables a otros tipos de trans-
misiones de engranajes.
1.2.3 Principales criterios de disen˜o de transmisiones de engranajes
Cuando se disen˜a una transmisio´n de engranajes, es habitual realizar un disen˜o pre-
liminar de la misma antes de proceder con el costoso disen˜o de detalle de todos los
elementos que la compondra´n. En esta fase preliminar de disen˜o se involucran acciones
como la determinacio´n de las tensiones a las que estara´ sometida la transmisio´n en
condiciones de trabajo, la estimacio´n del tipo y el taman˜o de los engranajes teniendo en
cuenta las restricciones de espacio y peso de la transmisio´n, as´ı como otros para´metros
de funcionamiento de relevancia para la transmisio´n.
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En la figura 1.6 se muestra un diagrama de flujo del proceso habitual de disen˜o preliminar
de los engranajes, tal y como lo propone Childs [4]. De acuerdo con esta propuesta, el
proceso de disen˜o empieza con la recopilacio´n de los datos de partida y los requerimientos
para los cuales se disen˜a la nueva transmisio´n (paso A1). Aunque en algunos casos
pueden existir otros datos de relevancia, los ma´s comunes pueden resumirse en:
(i) La potencia o el par de salida requerido.
(ii) La relacio´n de transmisio´n.
(iii) La velocidad de entrada o la velocidad requerida a la salida.
(iv) La vida u´til esperada para la transmisio´n.
(v) Las condiciones en las que trabajara´ la transmisio´n.
(vi) La naturaleza de las cargas a las que la transmisio´n de engranajes estara´ sometida
durante su funcionamiento.
(vii) Otras consideraciones, como requerimientos de espacio o peso, distancias y posi-
ciones relativas entre ejes, etc.
Una vez cononcidos estos datos, el siguiente paso es determinar el nu´mero de dientes del
pin˜o´n (z1) y de la rueda (z2) (paso A2). Esta decisio´n vendra´ gobernada por la relacio´n
de transmisio´n deseada, pues como se ha comentado anteriormente, en transmisiones de
engranajes esta relacio´n viene determinada por el cociente z2/z1. Maitra [5] hizo algunas
recomendaciones sobre la eleccio´n del nu´mero de dientes del pin˜o´n y de la rueda:
(i) Es aconsejable escoger un nu´mero de dientes que asegure que el grado de recubrim-
iento de la transmisio´n sea superior a εα = 1.1, entendiendo grado de recubrimiento
como el nu´mero medio de dientes que hay en contacto durante un ciclo de engrane.
Cuando la velocidad de giro de la transmisio´n es elevada, es recomendable que el
grado de recubrimiento sea superior a εα = 1.5. Dudley [1] propone algunas ecua-
ciones que permiten determinar el grado de recubrimiento en engranajes cil´ındricos
rectos y helicoidales.
(ii) Se recomienda que el cociente z2/z1 no sea un nu´mero entero, para evitar que
dos dientes entren en contacto de forma repetida durante el funcionamiento de la
transmisio´n.
(iii) En engranajes cil´ındricos, se recomienda que entre el pin˜o´n y la rueda sumen
ma´s de 24 dientes en engranajes con dentado externo, y que la diferencia entre
el nu´mero de dientes del pin˜o´n y de la rueda sea superior a 10 en engranajes con
dentado interno.
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 12
¿Es suficiente
la capacidad de carga
de la transmisión?
A. Proceso de diseño de engranajes




A2. Determinar número de dientes del piñón y de la rueda
A3. Seleccionar el tipo de engranaje adecuado
A4. Seleccionar las características de los engranajes
A5. Determinar el estado tensional de la transmisión






Figura 1.6: Proceso de seleccio´n de engranajes
(iv) El nu´mero mı´nimo de dientes debe garantizar que no se produzcan interferencias
entre las ruedas dentadas. En tal caso, sera´ necesario hacer modificaciones en la
geometr´ıa de los dientes.
El siguiente paso es escoger el tipo de parejas de engranajes que compondra´ la trans-
misio´n (paso A3). En la mayor´ıa de las ocasiones esta eleccio´n viene impuesta por la
posicio´n relativa de los ejes de entrada y de salida de la transmisio´n. En el apartado 1.2.2
se han descrito los distintos tipos de parejas de engranajes, as´ı como cua´les se utilizan en
funcio´n de la posicio´n relativa de sus ejes. La eleccio´n del tipo de pareja de engranajes
ma´s adecuada se hace despue´s de contemplar las ventajas y desventajas de las distintas
posibilidades.
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Cuando se ha decidido cua´l es la pareja de engranajes ma´s apropiada para la transmisio´n
de potencia, es necesario elegir las caracter´ısticas que definen a los engranajes (paso A4).
El disen˜ador debera´ escoger, entre otros para´metros que afectan al disen˜o, las siguientes
caracter´ısticas:
(i) El material con el que se fabricara´n los engranajes. Adema´s de las consideraciones
que afectara´n a la resistencia del engranaje, la eleccio´n del material tambie´n de-
pende de los requerimientos de espacio, de peso y de precio impuestos para el
nuevo disen˜o.
(ii) El mo´dulo de la transmisio´n (m). Suponiendo que el nu´mero de dientes de las
ruedas dentadas se mantiene constante, a medida que se incrementa la magnitud
del mo´dulo de la transmisio´n, tambie´n aumenta la cantidad de potencia que e´sta
es capaz de transmitir. El l´ımite inferior del mo´dulo vendra´ impuesto por la
resistencia a la flexio´n del diente y por la tecnolog´ıa disponible para fabricar el
engranaje. Por otra parte, incrementar el mo´dulo repercute en el incremento del
dia´metro primitivo del engranaje, pues ambos para´metros esta´n relacionados a
trave´s del nu´mero de dientes. Esto impondra´ un l´ımite superior a la magnitud
del mo´dulo, relacionado entre otras cosas con el taman˜o, el peso, el precio y el
aumento de la velocidad de los engranajes en la l´ınea de paso.
(iii) El ancho de cara de los engranajes (b). A medida que se incrementa el ancho
de cara de los engranajes, se reduce la intensidad de carga que recae sobre ellos.
No obstante, existen distintas recomendaciones sobre la relacio´n entre el ancho de
cara escogido y el resto de dimensiones del engranaje. Generalmente se recomienda
que la relacio´n entre el ancho de cara y el dia´metro primitivo del pin˜o´n (d1) sea
inferior a 1.2. Normalmente, se especifica un ancho de cara del pin˜o´n unos pocos
mil´ımetros superior al de la rueda, para asegurar un buen engrane en condiciones
de servicio, y disminuir los efectos que las desalineaciones de los engranajes tiene
sobre el funcionamiento de la transmisio´n.
Cuando se han fijado estos para´metros, es posible realizar una estimacio´n de las tensiones
a las que estara´ sometida la transmisio´n durante su funcionamiento (paso A5). De cara
a obtener un buen disen˜o, es importante que la estimacio´n de estas tensiones sea tan
cercana a la realidad como sea posible, contemplando todos aquellos efectos que alteren
el estado tensional de los engranajes. En el apartado 1.3.2.1 se describen los me´todos ma´s
relevantes utilizados para la estimacio´n de las tensiones producidas en una transmisio´n
de engranajes durante su funcionamiento.
De la misma manera, tambie´n se puede realizar una estimacio´n de las tensiones admis-
ibles para que ese disen˜o de la transmisio´n no lleve a un fin prematuro de su vida u´til
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(paso A6). En el apartado 1.3.2.2 se proporciona ma´s informacio´n sobre el ca´lculo de
la magnitud de estas tensiones admisibles.
El conjunto de operaciones enmarcadas en los pasos A4−A6 van encaradas a determi-
nar si un disen˜o dado de la transmisio´n es capaz de transmitir la potencia requerida, y
a este proceso se le conoce como la determinacio´n de la capacidad de carga de la trans-
misio´n. Los niveles de tensio´n a los que se encuentra un disen˜o dado de la transmisio´n,
determinados en paso A5, se comparan con los valores de tensio´n admisibles obtenidos
del paso A6. En el caso de que las tensiones ma´ximas sean mayores que las tensiones
admisibles, es necesario repetir los pasos A4−A6, variando algunos de los para´metros
de disen˜o especificados en el paso A4.
Si por el contrario las tensiones ma´ximas a las que esta´ sometida la transmisio´n disen˜ada
son inferiores a las tensiones admisibles, el disen˜o escogido sera´ capaz de transmitir la
carga para la que es disen˜ado. En ese caso, habra´ que determinar si las caracter´ısticas
de la transmisio´n resultante son apropiadas.
Dentro de estas comprobaciones, sera´ necesario verificar que se cumplen todas las condi-
ciones impuestas por los requisitos de disen˜o, incluidas aquellas referentes al taman˜o,
peso y precio de la transmisio´n resultante. Por otra lado, sera´ necesario comprobar que
el comportamiento de la transmisio´n durante su funcionamiento sea el apropiado, ofre-
ciendo buena sincron´ıa entre el eje de entrada y el eje de salida, manteniendo los niveles
de vibracio´n y ruido bajos, etc.
Si estas comprobaciones llevan a resultados insatisfactorios, sera´ necesario modificar los
valores de disen˜o escogidos en el paso A4 y verificar si el nuevo disen˜o obtenido es capaz
de satisfacer todos los requerimientos de disen˜o. En caso contrario, es posible que la
solucio´n pase por cambiar el tipo de parejas de engranajes seleccionados, y volver a
empezar el proceso a partir del paso A2.
El procedimiento descrito en este apartado no siempre es lineal, y puede reordenarse de
distintas formas, en funcio´n del desarrollo del proceso de disen˜o.
1.2.4 Nomenclatura de intere´s
En la figura 1.7 se muestra una porcio´n de un engranaje cil´ındrico recto. El nu´mero de
dientes del engranaje se denota por z1 y z2, donde los sub´ındices 1 y 2 hacen referencia
al pin˜o´n y a la rueda, respectivamente. Los ca´lculos referidos al engranaje se realizan
en base a un circunferencia teo´rica denominada circunferencia de paso. El dia´metro de
la circunferencia de paso es el dia´metro de paso y se denota por d1 y d2.




Figura 1.7: Geometr´ıa del engranaje
La relacio´n existente entre el dia´metro de paso y el nu´mero de dientes se denomina
mo´dulo, y se denota por m.
La circunferencia de base es la circunferencia a partir de la cual se desarrolla el perfil de
evolvente. La circunferencia de ra´ız es una circunferencia que coincide con la parte ma´s
baja de los espacios entre dientes. La circunferencia de cabeza es una circunferencia que
coincide con la parte ma´s alta de los dientes del engranaje.
El adendo representa la altura del diente por encima de la circunferencia de paso, y se
determina por la distancia radial entre la circunferencia de cabeza y la circunferencia de
paso. El dedendo representa la profundidad del diente por debajo de la circunferencia
de paso, y se determina por la distancia radial entre la circunferencia de paso y la
circunferencia de ra´ız. La altura total del diente es la suma del adendo y del dedendo.
Habitualmente estos para´metros se expresan en funcio´n del mo´dulo del diente.
La figura 1.8 muestra los principales planos que se pueden definir en una transmisio´n
formada por una pareja de engranajes de ejes paralelos:
(i) El plano axial es el plano que contiene a los ejes de rotacio´n de los dos engranajes.
(ii) El plano de accio´n es tangente a las circunferencias de base de los dos engranajes.
(iii) El plano de paso es perpendicular al plano axial y tangente a las circunferencias
de paso.
(iv) El plano transversal es perpendicular al plano axial y al plano de paso. En trans-
misiones de ejes paralelos, el plano transversal coincide con el plano de rotacio´n
de los engranajes.
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(v) El plano de tangente comu´n es tangente a las superficies de los dientes y perpen-
dicular al plano de accio´n.
(vi) El plano normal es normal a la superficie del diente en el punto de paso, y perpen-
dicular al plano de paso. En engranajes cil´ındricos rectos el plano normal coincide
































Figura 1.8: Geometr´ıa de contacto y a´ngulo de presio´n en dientes de engranaje
1.3 Aspectos a considerar en la determinacio´n de la ca-
pacidad de carga de transmisiones de engranajes
Como se ha comentado en el apartado anterior, una parte fundamental dentro del proceso
de desarrollo de una nueva transmisio´n de engranajes es determinar si un disen˜o dado
sera´ capaz de transmitir la potencia para la que se disen˜a sin que ello repercuta en un
fin prematuro de la vida u´til de la transmisio´n.
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Durante su funcionamiento los engranajes esta´n sometidos a distintos tipos de solicita-
ciones, especialmente en forma de tensio´n. El disen˜ador debe ser capaz de obtener una
estimacio´n precisa de estas tensiones, para disen˜ar unos engranajes capaces de man-
tenerlas en todo momento dentro de unos l´ımites admisibles. Estos l´ımites admisibles
vienen impuestos por los modos de fallo habituales de las transmisiones de engranajes.
En este apartado se describen en primer lugar los principales modos de fallo que que
se manifiestan habitualmente en transmisiones de engranajes. Posteriormente se real-
iza un ana´lisis de aquellos me´todos utilizados para estimar el estado tensional al que
esta´n sometidos los engranajes de una transmisio´n bajo carga, as´ı como de los niveles
admisibles de tensio´n que permiten que la transmisio´n funcione correctamente durante
toda su vida u´til. Por u´ltimo, se analizan distintos feno´menos que influyen en el estado
tensional de los engranajes y que pueden repercutir en una reduccio´n de la vida u´til de
la transmisio´n.
1.3.1 Principales modos de fallo de una transmisio´n
Durante la vida u´til para la que son disen˜adas, las transmisiones de engranajes deben
mantener un nivel de integridad que permita que su funcionamiento no se interrumpa ni
se deteriore. Esto se consigue mediante un dimensionado correcto de los elementos que
la componen, la eleccio´n adecuada del material con el que se fabrican, una fabricacio´n
experimentada y un control severo de la calidad. Para conseguir esta meta es necesario,
entre otras cosas, conocer los tipos de fallo que se pueden producir en los engranajes,
as´ı como las causas que los producen.
De acuerdo con Jelaska [2], estos modos de fallo se pueden clasificar en dos grupos funda-
mentales: fallos de la transmisio´n por rotura de los engranajes y fallos de la transmisio´n
por dan˜os en las superficies de contacto de los dientes de los engranajes. A continuacio´n
se describen algunos de los principales feno´menos asociados a cada modo de fallo, re-
sumidos en la tabla 1.2 junto con algunos datos estad´ısticos de la frecuencia en la que
se produce cada uno.
Fallos de la transmisio´n por roturas de los engranajes
Los fallos de las transmisiones de engranajes como consecuencia de la rotura de alguna
de las ruedas dentadas que las componen representan aproximadamente el 60% de las
causas por lo que la vida u´til de este tipo de transmisiones llega a su fin. Estos modos
de fallo se pueden clasificar de la siguiente manera:
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Tabla 1.2: Frecuencia en la que se produce cada modo de fallo. Datos extraidos de
la referencia [2].
Modo de fallo Feno´meno Frecuencia
Rotura engranaje
Fractura por fatiga en la base del diente 33%
Fractura en base del diente debito a sobrecargas 20%
Fractura en las esquinas superiores del engranaje 5%
Otros tipos de rotura 2%
Dan˜o superficial
Picaduras 14%
Desgaste y abrasio´n 20%
Deformacio´n pla´stica 6%
Micropicaduras −
(i) Fractura por fatiga en la ra´ız del diente. Ocurre debido a la variacio´n de las
tensiones normales que se producen en la ra´ız del diente como consecuencia del
momento flector. La grieta inicial se produce en el radio de entalle y se propaga
hacia el radio de entalle del otro flanco del diente siguiendo las leyes de la meca´nica
de la fractura.
(ii) Fractura en la base del diente debido a excesos de carga. Ocurre cuando la tensio´n
de flexio´n ma´xima en la ra´ız del diente supera la tensio´n de rotura del material
con el que se fabrica el engranaje.
(iii) Fractura en alguno de los bordes de la superficie de contacto del diente. Ocurren
como consecuencia de un montaje defectuoso o por malas condiciones de trabajo de
la transmisio´n. Estos tipos de roturas se pueden evitar de forma sencilla mediante
modificaciones en la geometr´ıa de los dientes.
(iv) Otros tipos de rotura, que esta´n principalmente relacionadas con la fractura del
cuerpo del engranaje, cuando las grietas originadas en el radio de entalle del diente
del engranaje, en lugar de propagarse tangencialmente se propagan radialmente.
Fallos de la transmisio´n por dan˜os en las superficies de contacto de los dientes
de los engranajes
Los fallos de las transmisiones de engranajes como consecuencia de dan˜os en las super-
ficies de contacto de los dientes de los engranajes representan aproximadamente el 40%
de las causas por lo que la vida u´til de este tipo de transmisiones llega a su fin. Estos
modos de fallo se pueden clasificar de la siguiente manera:
(i) Picaduras en la superficie de contacto. Este modo de fallo se produce debido
a la fatiga superficial del material producida como consecuencia de tensiones de
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contacto c´ıclicas que se producen en la superficie activa de los dientes. La grieta se
inicia bajo la superficie del flanco en aquellos puntos en los que la tensio´n tangencial
provocada por la presio´n de contacto excede los valores permisibles. Cuando esa
grieta se propaga hacia la superficie, se arranca una pequen˜a porcio´n de material,
dejando un hoyo en la superficie del diente. A medida que este proceso se repite,
aparecen ma´s picaduras en la superficie, hasta que llega el momento en el que el
diente esta´ severamente dan˜ado.
(ii) Desgaste. El desgaste se define como una pe´rdida de material de las superficie
de contacto. En transmisiones correctamente lubricadas, existe una fina capa
de lubricante que evita el contacto directo entre los dientes del engranaje y la
eliminacio´n de asperezas. Cuando debido a presiones de contacto muy elevadas,
a bajas velocidades de funcionamiento, a temperaturas elevadas o a lubricantes
poco densos se produce una interrupcio´n de la capa de lubricante, se produce el
contacto directo entre los dientes de los engranajes, producie´ndose el desgaste de
las superficies de contacto. Existen dos tipos principales de desgaste: el desgaste
adhesivo y el desgaste abrasivo. El primero se produce cuando, en ausencia de
lubricante y debido a las altas presiones de contacto, se producen microsoldaduras
en las superficies de los dientes en contacto que repercuten en el arranque de
material de una de las superficies de contacto. El segundo se produce debido a la
presencia de part´ıculas de elevada dureza que se presionan y se arrastran contra
la superficie de los engranajes, produciendo el deterioro de e´stas.
(iii) Deformacio´n pla´stica. Este modo de fallo ocurre como consecuencia de la fluencia
del material de la superficie de contacto de los dientes de los engranajes provocada
por un exceso de carga. Como consecuencia de las fuerzas de friccio´n, las part´ıculas
de la capa superficial de los dientes del engranaje conductor tienden a alejarse del
punto de paso, mientras que las del diente conducido tienden a aproximarse a
este punto. De esta manera, se produce un surco en los dientes del engranaje
conductor y una cresta en los dientes del engranaje conducido, que repercute en
un funcionamiento defectuoso de la transmisio´n.
(iv) Micropicaduras. Las micropicaduras son un feno´meno que ocurre en los contactos
con rodadura y deslizamiento que operan en condiciones deficientes de lubricacio´n.
Este feno´meno empieza cuando las tensiones normales que se producen como conse-
cuencia del deslizamiento provocan tensiones cortantes c´ıclicas bajo las superficies,
que bajo el efecto c´ıclico de las tensiones de contacto, causan una acumulacio´n de
deformaciones pla´sticas. Estas deformaciones pla´sticas originan tensiones resid-
uales que, despue´s de cierto tiempo y como consecuencia de la fatiga, originan
grietas. Las micropicaduras empiezan cuanto estas grietas se propagan hacia la
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superficie, y eliminan porciones diminutas de material. En general, la aparicio´n
de micropicaduras no supone un problema para la mayor´ıa de transmisiones de
engranajes. Sin embargo, la aparicio´n progresiva de micropicaduras puede llevar a
una pe´rdida de la precisio´n de la transmisio´n, a la aparicio´n de cargas dina´micas
y ruido. Si la aparicio´n de micropicaduras continu´a, puede resultar en picaduras
de mayor taman˜o y en situaciones de desgaste adhesivo.
1.3.2 Determinacio´n de la capacidad de carga de una transmisio´n de
engranajes
Determinar la capacidad de carga de una transmisio´n es verificar si un disen˜o dado
de la transmisio´n es capaz de transmitir la potencia para la que se disen˜a sin que ello
repercuta en un fin prematuro de su vida u´til.
A tal efecto, el disen˜ador debera´ ser capaz de estimar las tensiones a las que estara´n
sometidos los engranajes de la transmisio´n, as´ı como los valores ma´ximos que pueden
alcanzar estas tensiones sin que comprometan la integridad de la transmisio´n. Como re-
sulta obvio, un disen˜o apropiado de la transmisio´n debera´ mantener los niveles ma´ximos
de tensio´n por debajo de los niveles admisibles.
1.3.2.1 Estado tensional de los dientes de engranaje bajo carga
En las transmisiones de engranajes, la potencia se transmite a trave´s del contacto entre
los dientes de las ruedas dentadas. Como consecuencia de este contacto, se produce una
distribucio´n de presio´n, que actu´a sobre las superficies de los dientes del pin˜o´n y de la
rueda.
Esta distribucio´n de presio´n genera una serie de tensiones en la geometr´ıa de las ruedas
dentadas. En la figura 1.9 se muestra una distribucio´n de tensio´n t´ıpica sobre un diente
de engranaje cil´ındrico recto, obtenida a partir de ensayos experimentales de fotoelasti-
cidad por Dolan y Broghamer [6]. Como se puede apreciar en esta imagen, y as´ı se ha
confirmado a lo largo de los an˜os por multitud de autores, las tensiones ma´s relevantes
y que deben ser tenidas en cuenta en el disen˜o de una transmisio´n de engranajes son:
(i) La tensio´n que se produce en el radio de entalle debido a la flexio´n del diente,
denominada tensio´n de flexio´n.
(ii) La tensio´n que se genera en la zona en la que se produce el contacto, denominada
tensio´n de contacto.
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Figura 1.9: Distribucio´n de tensiones obtenida experimentalmente en por Dolan y
Broghamer
La aproximacio´n cla´sica que se ha utilizado para estudiar el contacto entre dientes puede
ayudar a entender la naturaleza de las tensiones que este feno´meno induce en los dientes
de engranaje. El contacto teo´rico entre una pareja de dientes de una transmisio´n de
engranajes cil´ındricos con perfil de evolvente es una l´ınea recta. A medida que las
superficies de contacto se mueven una con respecto a la otra, dicha l´ınea de contacto se
desplaza sobre las superficies de los dientes. Como se muestra en la figura 1.10b, este
movimiento relativo entre las superficies es de rodadura pura (R) cuando los dientes
contactan en la circunferencia de paso. Por debajo de la l´ınea de paso el movimiento
entre las superficies es una combinacio´n de rodadura (R) y deslizamiento (S). Por
encima de la l´ınea de paso, el movimiento entre superficies tambie´n es de rodadura y















Figura 1.10: Estudio del contacto entre dientes de engranajes
La figura 1.10a muestra algunos puntos de intere´s que se producen como consecuencia del
engrane sobre la superficie de contacto del diente de un pin˜o´n cil´ındrico recto. El punto
A indica el primer punto en el que este diente entra en contacto con el diente conjugado
de la rueda y el punto E indica el u´ltimo punto en el que se produce el contacto entre
esta pareja de dientes. Entre el punto A y el punto B, la carga transmitida se divide
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entre esta pareja de dientes y la pareja de dientes que la precede en el ciclo de engrane,
siendo el punto B el primer punto en el que el contacto se produce u´nicamente en esta
pareja de dientes (LPSTC, lowest point of single tooth contact). Entre el punto D y el
punto E, la carga transmitida se divide entre esta pareja de dientes y la pareja de dientes
que la sucede en el ciclo de engrane, siendo D el u´ltimo punto en el cual el contacto
se produce u´nicamente en esta pareja de dientes (HPSTC, highest point of single tooth
contact). Cuando el contacto entre dientes se produce entre el punto B y el punto D,
toda la carga se transmite a trave´s de esta pareja de dientes.
La naturaleza del contacto entre dientes de engranajes cil´ındricos es similar a la del con-
tacto entre dos cilindros, cuyo radio coincide con el radio de curvatura de las superficies
de los dientes en el punto en el que se produce el contacto. Las curvatura de estas su-
perficies var´ıa en funcio´n de las dimensiones del perfil de los dientes engranados y de la
zona de los dientes en la que se produce el contacto. Aunque teo´ricamente el contacto se
produce en una l´ınea, debido a las fuerzas de compresio´n esta l´ınea se convierte en una
banda de cierta anchura, que se extiende a lo largo del ancho de cara de los engranajes.
Las tensiones de contacto ma´s elevadas se producen cuando los dientes contactan en
las cercan´ıas de la circunferencia de paso, debido a que toda la carga se transmite,
habitualmente, a trave´s de una u´nica pareja de dientes. Generalmente, el efecto del
deslizamiento es despreciable en estas zonas de contacto, por lo que tradicionalmente se
ha estudiado este contacto bajo las hipo´tesis de Hertz [7]. La distribucio´n de tensiones
que se produce debido a este contacto es bastante compleja. De acuerdo con Dudley [1],
la tensio´n de compresio´n ma´xima se puede localizar en la zona central del a´rea de
contacto. Justo debajo de este punto, en el interior de los dientes, se produce el valor
ma´ximo de la tensio´n tangencial, causante de fallos como la picadura.
Cuando la lubricacio´n de la transmisio´n es deficiente, el movimiento de deslizamiento
combinado con el efecto de la friccio´n introduce unas tensiones adicionales en el en-
granaje: en la direccio´n del deslizamiento, se desarrolla una tensio´n de compresio´n,
mientras que la direccio´n contraria al deslizamiento se produce una tensio´n de traccio´n.
No obstante, es importante destacar que este ana´lisis del contacto entre dos engranajes
cil´ındricos rectos corresponde a una situacio´n ideal, y las tensiones de contacto pueden
variar sustancialmente debido a la concentracio´n de tensiones que se produce como
consecuencia del contacto en el borde de las superficies, a errores de alineacio´n, etc.
Por otra parte, la figura 1.11 muestra un ana´lisis teo´rico de las tensiones que se producen
en la ra´ız de un diente de un engranaje cil´ındrico recto bajo carga. En esta aproximacio´n
cla´sica, el engranaje se considera como una viga viga en voladizo, sometida a una carga
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Figura 1.11: Ana´lisis teo´rico de la distribucio´n de tensiones en la ra´ız de un diente
de engranaje cil´ındrico recto
Aunque este tipo de ana´lisis no es una representacio´n fiel del estado tridimensional de
tensiones que se produce en la ra´ız del diente, permite obtener una descripcio´n sim-
plificada de como se distribuyen las tensiones en la ra´ız del diente. Generalmente, la
componente tangencial de la carga (Ft) provoca la aparicio´n de un momento flector que
origina unas tensiones de flexio´n (σF ) que introducen esfuerzos de traccio´n en la parte
del diente donde se aplica la carga, y esfuerzos de compresio´n en la parte opuesta. Esta
misma carga tambie´n produce una serie de tensiones cortantes (τ), que teo´ricamente
se distribuyen de forma parabo´lica a lo largo de la seccio´n del diente. Por otra parte,
la componente radial de la carga (Fr) provoca la aparicio´n de esfuerzos de compresio´n
(σC), que en el ana´lisis teo´rico se distribuyen uniformemente en la seccio´n del diente.
Estudios enmarcados en el campo de la meca´nica y resistencia de materiales han puesto
de manifiesto que cuando hay un cambio brusco en la seccio´n de un cuerpo ela´stico
sometido a tensio´n, se produce en esa zona un efecto de concentracio´n de tensio´n que
repercute en un incremento localizado de la tensio´n nominal. En los engranajes, estas
concentraciones de tensio´n se producen principalmente en los radios de entalle en la base
de los dientes, como se puede apreciar en la figura 1.11. La magnitud de la concentracio´n
de tensio´n en este punto del engranaje es dificil de estimar, y dependera´ del taman˜o del
radio de entalle, del material utilizado para la fabricacio´n del engranaje, del espesor del
diente, de la posicio´n de la carga, etc.
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Como ocurre con las tensiones de contacto, las tensiones de flexio´n descritas correspon-
den a un caso ideal, y se pueden incrementar, por ejemplo, a causa de distribuciones no
uniformes de la carga, producidas por una desalineacio´n del engrane.
La determinacio´n de las tensiones de contacto y de flexio´n que se producen en los dientes
de los engranajes bajo carga se ha abordado desde distintas perspectivas en la literatura.
Los distintos me´todos desarrollados se pueden clasificar en tres grandes grupos:
(i) Me´todos anal´ıticos. Estos me´todos suelen aplicar directamente las teor´ıas de la
elasticidad bajo ciertas hipo´tesis y condiciones de contorno. Ofrecen la ventaja
de ser computacionalmente muy eficientes, pero habitualmente su aplicabilidad
esta´ limitada por el cumplimiento de una serie de hipo´tesis, que en su aplicacio´n
al calculo tensional de engranajes no siempre es posible cumplir. Generalmente,
estos me´todos se centran en la obtencio´n de los valores ma´ximos de tensio´n de
contacto y de flexio´n. A lo largo de los an˜os se han propuesto multitud de aproxi-
maciones anal´ıticas al problema tensional en transmisiones de engranajes; las ma´s
extendidas se utilizan en las normas ISO-6336 [8, 9] y AGMA-2001-D04 [10] para
la determinacio´n de la capacidad de carga de la transmisio´n.
(ii) Me´todos nume´ricos. Estos me´todos utilizan una aproximacio´n computacional
basada en un modelo de los dientes de engranajes que se basa en me´todos de
discretizacio´n del dominio, como el me´todo de los elementos finitos o el me´todo
de los elementos de contorno, entre otros. Los me´todos nume´ricos son los ma´s
versa´tiles para el ca´lculo tensional de componentes meca´nicos, pues sus limita-
ciones de aplicacio´n son escasas, aunque normalmente llevan asociado un elevado
coste computacional.
(iii) Me´todos semianal´ıticos. Estos me´todos representan una solucio´n intermedia entre
los me´todos anal´ıticos y los me´todos nume´ricos. Permiten superar algunas de las
limitaciones de los me´todos anal´ıticos, a un coste computacional inferior que el de
los me´todos puramente nume´ricos.
A continuacio´n se describen los me´todos habituales para la determinacio´n de las ten-
siones de contacto y de flexio´n.
Determinacio´n de las tensiones de contacto
La determinacio´n de las tensiones derivadas del contacto entre los dientes de los en-
granajes implica la resolucio´n de lo que se conoce en la literatura especializada como
Cap´ıtulo 1. Introduccio´n 25
problema de contacto. Resolver el problema de contacto significa, en la mayor´ıa de
casos, la determinacio´n de:
(i) El a´rea de contacto, que implica la determinacio´n del taman˜o, la forma y la local-
izacio´n de las zonas de contacto en cada uno de los so´lidos en contacto.
(ii) Las tensiones de contacto, que implica la determinacio´n de la distribucio´n de
presio´n que se produce como consecuencia del contacto en la superfie de los so´lidos,
as´ı como las tensiones internas en los so´lidos.
(iii) La deformacio´n de los so´lidos como consecuencia de la presio´n de contacto.
En la bibliograf´ıa se pueden encontrar distintas aproximaciones que permiten resolver
el problema de contacto entre dientes de engranaje, que como se ha comentado anteri-
ormente, se pueden clasificar en me´todos anal´ıticos, me´todos semianal´ıticos y me´todos
nume´ricos.
Los me´todos anal´ıticos para la resolucio´n del problema de contacto se basan habitual-
mente en la teor´ıa de Hertz [7]. En estos me´todos, las zonas de las superficies de los
dientes de los engranajes cercanas al contacto se aproximan a superficies cuadra´ticas
(cil´ındricas, esfe´ricas, etc.), para las que la teor´ıa de Hertz, bajo ciertas hipo´tesis, pro-
pone soluciones anal´ıticas que en general dependen u´nicamente de la fuerza de com-
presio´n, las propiedades de los materiales de los so´lidos en contacto, y los radios de
curvatura principales de dichas superficies. Las principales ventajas de este me´todo
anal´ıtico son que el problema de contacto se resuelve completamente y sus algoritmos
son computacionalmente eficientes. Sus desventajas ma´s relevantes son las limitaciones
impuestas por las hipo´tesis del me´todo y las condiciones de contorno.
Por otro lado, resolucio´n del problema de contacto tambie´n se puede abordar medi-
ante me´todos nume´ricos, como por ejemplo el me´todo de los elementos finitos. Es-
tos me´todos son capaces de superar las limitaciones impuestas por las hipo´tesis de los
me´todos anal´ıticos, pero como contrapartida, el coste computacional que llevan asociado
es muy elevado.
Los me´todos semianal´ıticos representan un paso intermedio entre los me´todos anal´ıticos
y los me´todos nume´ricos. Estos me´todos son capaces de superar algunas de las lim-
itaciones de los me´todos anal´ıticos, pero a un coste computacional inferior al de los
me´todos nume´ricos. En el caso de la resolucio´n del problema de contacto aplicado a
transmisiones de engranaje, habitualmente se utiliza el me´todo de los coeficientes de in-
fluencia. En este me´todo, coeficientes de influencia relacionan las presiones de contacto
con los desplazamientos que producen sobre las superficies de los cuerpos en contacto.
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La principal desventaja de estos me´todos es que no resuelven completamente el problema
de contacto, pues necesitan de operaciones adicionales para determinar las tensiones que
se producen en el interior de los so´lidos.
Determinacio´n de las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente
La determinacio´n de las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente se conoce habitualmente
en la literatura especializada como la solucio´n del problema estructural. Como ocurre
con el problema de contacto, el problema estructural se puede resolver mediante me´todos
anal´ıticos, semianal´ıticos y nume´ricos.
Habitualmente, el ca´lculo anal´ıtico de las tensiones de flexio´n en la ra´ız de los dientes
se aborda considera´ndolos como vigas en voladizo y aplicando la ley de Navier. Si bien
este me´todo anal´ıtico ofrece la gran ventaja de ser muy eficiente desde el punto de vista
computacional, esta´ basado en una serie de hipo´tesis que no siempre se cumplen, y que
pueden llevar a resultados de reducida precisio´n.
Actualmente, uno de los me´todos de ca´lculo ma´s extendido para determinar las ten-
siones de flexio´n en la ra´ız de los dientes es el me´todo de los elementos finitos. Este
me´todo permite calcular con precisio´n las tensiones que se producen en la ra´ız del di-
ente, contemplando todos los efectos que afectan al estado tensional de los engranajes.
La dificultad en la aplicacio´n de este me´todo reside en la determinacio´n de la distribucio´n
de carga a tener en cuenta. Para tener una descripcio´n precisa de esta distribucio´n de
carga, es necesario resolver el problema de contacto. En ocasiones, se resuelve primero
el problema de contacto, y la distribucio´n de presiones resultante se aplica sobre un
modelo de elementos finitos del diente de engranaje. En otras ocasiones, el problema de
contacto y el problema estructural se resuelven conjuntamente utilizando el me´todo de
los elementos finitos.
Los me´todos semianal´ıticos tambie´n se han aplicado para la resolucio´n del problema
estructural en transmisiones de engranajes. Los ma´s relevantes son el me´todo de las
bandas finitas y el me´todo de los prismas finitos. A´mbos me´todos son simplificaciones
del me´todo de los elementos finitos, que permiten la resolucio´n del problema bajo cier-
tas hipo´tesis simplificativas, en un menor coste computacional. Las dificultades en la
aplicacio´n de la carga que tiene el me´todo de los elementos finitos se mantienen, pero en
estos casos, resolver el problema de contacto y el problema estructural al mismo tiempo
no es una pra´ctica que se realice habitualmente.
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1.3.2.2 Tensiones admisibles
En el apartado 1.3.1 se han descrito los principales modos de fallo por los cuales la vida
u´til de una transmisio´n de engranajes llega a su fin. Algunos de estos modos de fallo se
producen debido a las tensiones de contacto, y otros se producen como consecuencia de
las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente.
En ocasiones, el fin de la vida u´til de una transisio´n llega debido a excesos de carga, que
inducen en los dientes de los engranajes unas tensiones que superan el l´ımite de fluencia
del material con el que esta´n fabricados, provocando en e´stos deformaciones permanentes
o incluso su rotura. Otros modos de fallo esta´n relacionados con la pe´rdida de resistencia
que experimentan los materiales cuando son sometidos a tensiones fluctuantes que se
repiten en el tiempo. E´stos u´ltimos se denominan fallos por fatiga, y habitualmente son
los que determinan los valores admisibles de tensio´n de flexio´n y de contacto en una
transmisio´n de engranajes.
Estos valores admisibles de tensio´n de flexio´n y de contacto se determinan para un
nu´mero determinado de ciclos de carga. Cuando se dispone de los medios necesarios, es
recomendable determinar los valores admisibles de tensio´n a partir de ensayos experimen-
tales, utilizando las parejas de engranajes que se deseen estudiar como piezas de ensayo.
A medida que los ensayos se acerquen a las condiciones reales de trabajo, ma´s precisos
sera´n los resultados y las conclusiones obtenidas de los experimentos. No obstante, el
coste requerido por estos ensayos es elevado, y en escasas ocasiones es justificable.
Por este motivo, es habitual la utilizacio´n de me´todos de ca´lculo de las tensiones admisi-
bles basados en funciones que relacionan los niveles de tensio´n alcanzados con el nu´mero
de ciclos que la transmisio´n puede realizar en esas circunstancias antes de producirse
el fallo. En estos me´todos, un engranaje de referencia es sometido a ciclos constantes
de carga, bajo unas condiciones dadas. Para cada nivel de carga, se evalu´a la tensio´n
generada en el engranaje, as´ı como el nu´mero de ciclos de carga que e´ste es capaz de
soportar. El conjunto de los valores obtenidos experimentalmente se representa en un
gra´fico, conocido como curva de Wo¨hler. En la figura 1.12 se muestra un ejemplo de las
curvas de Wo¨hler, que relacionan las tensiones de flexio´n y de contacto con el nu´mero
de ciclos que puede realizar un engranaje de referencia antes del fallo.
Estas curvas permiten obtener los valores de tensio´n ma´ximos que puede soportar la
rueda dentada de referencia para un nu´mero dado de ciclos de carga. Para obtener las
tensiones en otro disen˜o de la transmisio´n, los valores admisibles de tensio´n obtenidos a
partir de las curvas de Wo¨hler deben multiplicarse por una serie de factores de correccio´n,
que tienen en cuenta las diferencias entre las condiciones en las que se han obtenido los
resultados experimentales, y las condiciones de servicio de la transmisio´n estudiada.

















































































Figura 1.12: Ejemplo de curvas de Wo¨hler para un acero al carbono de alta dureza
obtenidas de la referencia [1]
1.4 Objetivos de la tesis
La determinacio´n de la capacidad de carga es un paso fundamental en el desarrollo de
una nueva transmisio´n de engranajes en el que se comprueba si la transmisio´n es capaz de
transmitir la potencia para la que es disen˜ada sin que ello repercuta en un fin prematuro
de su vida u´til. Habitualmente este paso comprende la prediccio´n de las tensiones a las
que estara´n sometidos los engranajes en condiciones de trabajo, y la verificacio´n de que
estas tensiones son inferiores a las tensiones admisibles de los engranajes.
La prediccio´n de las tensiones a las que estara´n sometidos los engranajes se puede abor-
dar mediante me´todos anal´ıticos, semianal´ıticos y nume´ricos. Estos me´todos poseen
algunas limitaciones, impuestas por sus hipo´tesis o por su coste computacional, que
hacen que algunos feno´menos de cierta relevancia no se tengan habitualmente en con-
sideracio´n al determinar las tensiones a las que estara´ sometida la transmisio´n. Entre
estos feno´menos se encuentran las deformaciones de los ejes de los engranajes bajo carga.
Estas deformaciones producen una desalineacio´n del engrane que puede tener una influ-
encia significativa sobre el estado tensional de la transmisio´n.
El objeto de este trabajo es, por tanto, proponer nuevos modelos, o mejorar los modelos
ya existentes, para la resolucio´n del problema tensional y deformacional en transmisiones
de engranajes durante la transmisio´n de potencia, que permitan tener en consideracio´n
el comportamiento de los ejes bajo carga. A tal efecto, se proponen los siguientes
subobjetivos.
Obtencio´n de un modelo anal´ıtico que permita determinar la deformacio´n de
un eje de engranaje bajo carga. Los ejes de los engranajes se caracterizan por tener
una relacio´n muy elevada entre su dia´metro y su longitud, y por presentar cambios de
dia´metro en forma de escalo´n que permiten la localizacio´n axial de los engranajes. Estas
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caracteristicas hacen que su modelizacio´n mediante la teor´ıa cla´sica de vigas presente
algunas dificultades que es necesario vencer. El objetivo sera´ desarrollar nuevos modelos
de los ejes que permitan superar estas dificultades y calcular con precisio´n su deformacio´n
bajo carga.
Generacio´n de un modelo eficiente de elementos finitos para tener en cuenta
el comportamiento de los ejes de engranaje bajo carga. El me´todo de los ele-
mentos finitos se ha utilizado en muchas ocasiones para determinar el estado tensional
en transmisiones de engranajes. No obstante, los modelos de elementos finitos desar-
rollados raras veces tienen en cuenta el comportamiento de los ejes. El objetivo sera´
desarrollar nuevos modelos de elementos finitos para el ana´lisis tensional de transmi-
siones de engranajes que sean capaces de tener en cuenta el comportamiento ela´stico de
los ejes que soportan a los engranajes. Uno de estos modelos debera´ estar modelizado
sin ninguna simplificacio´n significativa, para que pueda ser utilizado como modelo de
referencia. El resto de modelos propuestos debera´n combinar la precisio´n con la eficien-
cia computacional. Se propondra´n me´todos que permitan al disen˜ador de engranajes
obtener resultados de intere´s a partir de los modelos de elementos finitos propuestos. Se
realizara´ una comparacio´n de los distintos modelos de elementos finitos propuestos, en
te´rminos de precisio´n y de coste computacional.
Estudio de los factores de correccio´n utilizados en los me´todos anal´ıticos para
tener en cuenta los efectos de las deformaciones ela´sticas de los ejes. Los
me´todos anal´ıticos propuestos en las normas ISO-6336 [11] y AGMA-2001-D04 [10] para
el ca´lculo de las tensiones ma´ximas de contacto y de flexio´n incluyen una serie de factores
de influencia que permiten tener en cuenta efectos no contemplados en las hipo´tesis
iniciales de ca´lculo. Uno de estos factores es el factor de distribucio´n longitudinal de la
carga y tiene en cuenta los incrementos de tensio´n que se producen como consecuencia de
la desalineacio´n del engrane. El objetivo sera´ estudiar los procedimientos propuestos por
la norma ISO-6336 para el ca´lculo de este factor. Posteriormente se realizara´ un ana´lisis
de la evolucio´n de este factor con distintos para´metros de disen˜o de la transmisio´n, y
los valores obtenidos se comparara´n con los obtenidos a partir del ana´lisis de un modelo
avanzado de elementos finitos de la transmisio´n. Por u´ltimo, se hara´ uso de los resultados
de esta comparacio´n para establecer recomendaciones sobre los l´ımites de aplicacio´n de
este procedimiento de ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
Planteamiento de un modelo semianal´ıtico para el ca´lculo de las presiones
de contacto capaz de tener en cuenta las desalineaciones de los engranajes.
En la literatura se pueden encontrar distintos me´todos semianal´ıticos para determinar
la distribucio´n de presiones que se produce cuando dos dientes de engranaje entran
en contacto. La mayor´ıa de estos me´todos se basan en el me´todo de los coeficientes
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de influencia, en el que coeficientes de influencia relacionan las presiones aplicadas con
los desplazamientos que producen sobre las superficies de contacto. El objetivo sera´
proponer un modelo semianal´ıtico para el ca´lculo de la distribucio´n de presio´n que se
produce entre los dientes de los engranajes teniendo en cuenta la desalineacio´n natural de
los ejes. Este modelo debera´ ofrecer resultados precisos, comparados con los obtenidos
a partir del ana´lisis de un modelo avanzado de elementos finitos de la transmisio´n, pero
en este caso la reduccio´n del coste computacional prevalecera´ como prioridad.
Planteamiento de modificaciones en la geometr´ıa de los dientes para compen-
sar los errores de alineacio´n de los engranajes. La modificacio´n de las geometr´ıas
de los dientes de los engranajes se ha utilizado comu´nmente para optimizar distintas
caracter´ısticas de las transmisiones de engranajes y evitar indeseados contactos en los
bordes de las superficies. No obstante, muchos de estos procedimientos pueden mejorar
el funcionamiento de la transmisio´n en un aspecto, pero al mismo tiempo empeoran
otros. El objetivo sera´ proponer un procedimiento de modificacio´n de los dientes de
los engranajes que permitan compensar los efectos negativos de las desalineaciones del
engrane producidas por las deformaciones ela´sticas de los elementos que componen la
transmisio´n sin que ello repercuta en una merma significativa del funcionamiento de la
misma.
1.5 Modelo f´ısico de una transmisio´n de engranajes ba´sica
A lo largo de este trabajo, se proponen diversos modelos y me´todos cuyo funcionamiento
se ejemplifica posteriormente mediante ejemplos nume´ricos. Dichos ejemplos nume´ricos
se basan en un modelo f´ısico de una transmisio´n de engranajes cil´ındricos para ejes
paralelos, como el que se muestra en la figura 1.13. En favor de la brevedad, este
modelo f´ısico se describe en este apartado, y a lo largo del trabajo se recurrira´ a e´l
para definir los distintos ejemplos nume´ricos. Aunque la figura muestra una transmisio´n
de engranajes cil´ındricos rectos, sirve para transmisiones con otros tipos de engranajes
cil´ındricos.
Este modelo f´ısico representa una transmisio´n de una u´nica etapa formada por un pin˜o´n,
una rueda y sus respectivos ejes. Se considera que los ejes son rectos y esta´n perfecta-
mente alineados. Se considera tambie´n que los engranajes forman un conjunto so´lido
con sus propios ejes. La longitud de los ejes de denota por L, y la posicio´n de instalacio´n
de los engranajes se fija mediante la distancia zg.

















Eje de la rueda
Figura 1.13: Modelo f´ısico de una transmisio´n de engranajes cil´ındricos
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Los ejes esta´n apoyados en sus extremos, denotados por A1, B1, A2 y B2. El par se
aplica en el extremo A1, mientras que el movimiento de la transmisio´n se puede restringir
en el extremo A2 o B2.
Los puntos C1, D1, C2 y D2 denotan los puntos de interseccio´n de la fibra neutra del eje
con los planos que limitan al engranaje en la direccio´n paralela al eje. Los puntos M1
y M2 representan la interseccio´n del plano que divide en dos partes iguales al engranaje
en la direccio´n paralela al eje con la fibra neutra de e´ste.
El origen de coordenadas del modelo se encuentra sobre la posicio´n teo´rica del eje del
pin˜o´n, centrado sobre el ancho de cara de la rueda dentada. El eje Z es paralelo al eje
del pin˜o´n y el eje Y esta´ contenido en el plano axial de la transmisio´n.
Por u´ltimo, se considera que el conjunto formado por los ejes y los engranajes es de




Como se ha comentado en el cap´ıtulo anterior, determinar de la capacidad de carga de
una transmisio´n de engranajes comprende, en la mayor´ıa de los casos:
(i) Predecir el estado tensional de los engranajes bajo carga.
(ii) Determinar las tensiones admisibles en los engranajes para que no se produzca el
fallo prematuro de la transmisio´n.
(iii) Verificar que las tensiones a las que esta´n sometidos los engranajes sean inferiores
a las tensiones admisibles.
T´ıpicamente, las tensiones que resultan de intere´s para el disen˜ador de engranajes son
aquellas producidas en el contacto entre los dientes de las ruedas dentadas, y las tensiones
de flexio´n que se producen en la ra´ız de los dientes.
La determinacio´n de las tensiones derivadas del contacto entre los dientes de las ruedas
dentadas implica la resolucio´n de lo que se conoce como problema de contacto. Por otra
parte, la obtencio´n de las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente implica la resolucio´n
de un problema estructural ela´stico, en el que se determinan las tensiones producidas
debido a las cargas transmitidas en el contacto.
Por otra parte, determinar las tensiones admisibles implica determinar, para un nu´mero
de ciclos de carga dados, el nivel de tensio´n que son capaces de soportar los engranajes
para que no se produzca el fallo prematuro de la transmisio´n.
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En este cap´ıtulo se presenta, en primer lugar, la metodolog´ıa propuesta por la norma
ISO-6336 [12] para la determinacio´n de las tensiones admisibles por los engranajes que
componen la transmisio´n. En segundo lugar, se exponen algunas de los feno´menos
que afectan al estado tensional de la transmisio´n, y por u´ltimo, se realiza una revisio´n
del estado del arte de los distintos me´todos de prediccio´n del estado tensional de los
engranajes: anal´ıticos, semianal´ıticos y nume´ricos.
2.2 Determinacio´n de las tensiones admisibles
Como se ha comentado en el apartado 1.3.2.2, el ca´lculo de las tensiones admisibles
de flexio´n (σFP ) y de contacto (σHP ) se realiza habitualmente utilizando las curvas de
Wo¨hler. Estas curvas se obtienen experimentalmente a partir de engranajes de referen-
cia, y relacionan el nivel de tensio´n al que esta´ sometido un engranaje con el nu´mero de
ciclos de carga (N) que puede soportar antes de que se produzca el fallo.
De esta manera, para un nu´mero determinado de ciclos de carga, las curvas de Wo¨hler
permiten estimar el nivel de tensio´n admisible para el engranaje de referencia. Ha-
bitualmente este nivel de tensio´n admisible se multiplica por una serie de factores de
penalizacio´n, que permiten adaptar los datos obtenidos a partir del engranaje de refer-
encia, al caso analizado.
Este´ me´todo de ca´lculo de las tensiones admisibles es el utilizado por las principales
normas aplicables al ca´lculo de la capacidad de carga de transmisiones de engranajes [8–
10], as´ı como por las principales referencias bibliogra´ficas [1, 2, 13, 14].
Aunque el ca´lculo de los valores de tensio´n admisibles no forma parte del objeto de
este trabajo, a continuacio´n se muestra un ejemplo del ca´lculo propuesto por la norma
ISO-6336 [12] para las tensiones de contacto admisibles (apartado 2.2.1) y las tensiones
de flexio´n admisibles (apartado 2.2.2).
2.2.1 Tensiones de contacto admisibles
De acuerdo con la norma ISO-6336 [8], la tensio´n de contacto admisible (σHP ) para un
engranaje dado sometido a (N) ciclos de carga se puede determinar mediante la siguiente
expresio´n:
σHP · SHmin = (σHlim · ZNT ) · ZL · ZV · ZR · ZW · ZX (2.1)
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Tabla 2.1: Valores de referencia para el ca´lculo del l´ımite de fatiga por contacto y el
factor de vida
Material AH BH Dureza superficial NH mH
Acero baja aleacio´n 0.386 147 HBW 110-210 1 · 109 16
Acero al carbono 0.283 202 HV 115-215 5 · 107 13.2
En la ecuacio´n 2.1, SHmin es el coeficiente de seguridad mı´nimo para el ca´lculo te la
tensio´n de contacto permisible. De acuerdo a las recomendaciones de la referencia [2],
su valor puede oscilar, en circunstancias normales, entre SHmin = 1.0 y SHmin = 1.2.
En el estudio de la durabilidad de las superficies de contacto es permisible la utilizacio´n
de coeficientes de seguridad bajos, pues el deterioro de la superficie no supone el fallo
inmediato de la transmisio´n.
Por otra parte, el producto σHlim · ZNT permite interpolar en la curva de Wo¨hler la
tensio´n de contacto admisible del engranaje de referencia para un nu´mero dado de ciclos
de carga (N):







En la ecuacio´n 2.2, AH y BH son coeficientes que dependen del tipo de material utilizado
para la fabricacio´n de los engranajes, y x hace referencia a la dureza superficial de
dicho material. Por otra parte, NH y mH representan el nu´mero de ciclos en el que se
alcanza el l´ımite de fatiga a contacto en el engranaje de referencia (σHlim) y el pendiente
logar´ıtmico de la curva de Wo¨hler, respectivamente. N denota el nu´mero de ciclos de
trabajo para el que se disen˜a la transmisio´n. En la tabla 2.1 se muestran algunos valores
de referencia para estos para´metros; la lista completa se puede encontrar en la norma
ISO-6336 [12].
El resto de para´metros de la ecuacio´n 2.1 son factores de influencia cuya funcio´n es
adaptar los resultados obtenidos para el engranaje de referencia utilizado en el ensayo
al engranaje estudiado. En favor de la brevedad, el ca´lculo de la magnitud de estos
factores de influencia no se expone en este trabajo, pero puede ser consultado en la
norma ISO-6336 [8], as´ı como en otras referencias bibliogra´ficas [1, 2]. No obstante, en
la tabla 2.2 se proponen algunos valores de referencia para estos para´metros, extra´ıdos
de la referencia [2]:
(i) ZL es un factor que tiene en cuenta la influencia de la viscosidad del lubricante
utilizado sobre el espesor de la capa de lubricante.
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Tabla 2.2: Valores aproximados para los factores de influencia de la ecuacio´n 2.1.
Valores obtenidos de la referencia [2]
Factor Valor mı´nimo Valor ma´ximo
ZL · ZV · ZR 0.85 1.0
ZW 1.0 1.2
ZX 0.75 1
(ii) ZV es un factor que tiene en cuenta la influencia que tiene la velocidad relativa de
los engranajes en la l´ınea de paso sobre el espesor de la capa de lubricante.
(iii) ZR es un factor que tiene en cuenta la influencia de la rugosidad superficial de las
superficies de contacto sobre el espesor de la capa de lubricante.
(iv) ZW es un factor que tiene en cuenta la influencia de que la dureza superficial de
uno de los engranajes sea superior a la del otro engranaje.
(v) ZX es un factor qe tiene en cuenta la influencia de las dimensiones del diente sobre
la tensio´n permisible de contacto.
2.2.2 Tensiones de flexio´n admisibles
De acuerdo con la norma ISO-6336 [9], la tensio´n de flexio´n admisible (σFP ) para un
engranaje dado sometido a (N) ciclos de carga se puede determinar mediante la siguiente
expresio´n:
σHP · SFmin = (σFlim · YNT ) · YST · YδrelT · YRrelT · YX (2.3)
En la ecuacio´n 2.3, SFmin es el factor de seguridad mı´nimo para el ca´lculo te la tensio´n
de flexio´n permisible. En este caso, se recomienda que el factor de seguridad sea superior
que el contemplado para el ca´lculo de la tensio´n de contacto admisible, pues el fallo por
flexio´n tiene consecuencias ma´s severas que el desgaste de las superficies. De acuerdo
con las recomendaciones de la referencia [2], su valor puede oscilar, en circunstancias
normales, entre SFmin = 1.2 y SFmin = 1.5.
Por otra parte, el producto σFlim · YNT permite interpolar en la curva de Wo¨hler la
tensio´n de flexio´n admisible del engranaje de referencia para un nu´mero dado de ciclos
de carga (N):
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Tabla 2.3: Valores de referencia para el ca´lculo de σHlim y ZNT
Material AF BF Dureza superficial NF mF
Acero baja aleacio´n 0.386 147 HB 110-210 2 · 106 5.8
Acero al carbono 0.253 202 HV 135-210 2 · 106 5.8







En la ecuacio´n 2.4, AF y BF son coeficientes que dependen del tipo de material utilizado
para la fabricacio´n de los engranajes, y x hace referencia a la dureza superficial de dicho
material. Por otra parte, NF y mF representan el nu´mero de ciclos en el que se alcanza
el l´ımite de fatiga a flexio´n en el engranaje de referencia y el pendiente logar´ıtmico de
la curva de Wo¨hler, respectivamente. N denota el nu´mero de ciclos de trabajo para el
que se disen˜a la transmisio´n. En la tabla 2.1 se muestran algunos valores de referencia
para estos para´metros; la lista completa se puede encontrar en la norma ISO-6336 [12].
El resto de para´metros de la ecuacio´n 2.3 son factores de influencia. En favor de la
brevedad, el ca´lculo de la magnitud de estos factores de influencia no se expone en este
trabajo, y puede ser consultado en la norma ISO-6336 [9], as´ı como en otras referencias
bibliogra´cias. No obstante, en la tabla 2.4 se proponen algunos valores de referencia,
extraidos de la referencia [2]:
(i) YST es un factor que tiene en cuenta las dimensiones de los engranajes de referencia.
La norma ISO-6336 [9] recomienda fijar su valor en YST = 2.
(ii) YδrelT es un factor que tienen en cuenta la influencia de la sensibilidad a entalla
del material de los engranajes.
(iii) YRrelT es un factor que tiene en cuenta la influencia la rugosidad superficial de los
engranajes.
(iv) YX es un factor que tiene en cuenta las dimensiones del diente.
2.3 Ana´lisis de feno´menos f´ısicos que pueden influir en el
fallo de una transmisio´n
El ana´lisis del estado tensional de una pareja de engranajes se realiza en muchos casos
suponiendo que la carga que se transmite en el contacto entre dientes se distribuye de
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Tabla 2.4: Valores aproximados para los factores de influencia de la ecuacio´n 2.1.
Valores obtenidos de la referencia [2]




forma uniforme a lo largo del ancho de cara de los engranajes. Llevada a la pra´ctica,
esta suposicio´n implica que la geometr´ıa de los engranajes debe estar libre de errores de
fabricacio´n, que la fabricacio´n de todos los componentes y el ensamblaje de la transmisio´n
son perfectos (la posicio´n real de los ejes y engranajes coincide con la posicio´n teo´rica),
que los engranajes se instalan sobre ejes indeformables, apoyados sobre rodamientos y
soportes r´ıgidos, etc.
Sin embargo, estas hipo´tesis dif´ıcilmente se cumplen en la realidad. Las tolerancias de
fabricacio´n pueden hacer que los rodamientos sobre los que se instalan los ejes no este´n
correctamente alineados. Tambie´n es posible que a pesar del avance de la tecnolog´ıa
de manufactura, las geometr´ıas de los engranajes posean errores o desviaciones de fab-
ricacio´n. Por descontado, los ejes de los engranajes, los rodamientos y los soportes se
deforman bajo carga. Estos y otros efectos hacen que la posicio´n real de los engranajes
no coincida con la posicio´n teo´rica, de manera que se produce una desalineacio´n del
engrane que lleva a patrones de contacto defectuosos.
En un completo art´ıculo sobre este tema, el profesor Houser [15] enumero´ las principales
causas que producen la desalineacio´n del engrane, citadas a continuacio´n:
(i) Errores en la fabricacio´n de los elementos que conforman la transmisio´n y en el
montaje de la misma.
(ii) Deformaciones ela´sticas bajo carga de los elementos que componen la transmisio´n.
(iii) Holguras en las acanaladuras que fijan los engranajes a los ejes y en los rodamien-
tos.
(iv) Deformaciones de los elementos que componen la transmisio´n debido a dilataciones
te´rmicas.
(v) Fuerzas centr´ıfugas, especialmente en engranajes de alma adelgazada.
Afortunadamente para el disen˜ador de transmisiones de engranajes, las magnitudes de
desalineacio´n provocadas por los efectos anteriormente mencionados son generalmente
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pequen˜as, y suelen tener una influencia moderada sobre el estado tensional de los en-
granajes. Si alguno de estos efectos debe despertar la inquietud del disen˜ador es la
desalieneacio´n del engrane producida por las deformaciones ela´sticas de los elementos
que componen la transmisio´n. La norma AGMA-2001-D04 [10] clasifica estas deforma-
ciones en:
(i) Deformaciones de los ejes que soportan a los engranajes.
(ii) Deformaciones de los cuerpos de los engranajes.
(iii) Deformaciones de los rodamientos.
(iv) Deformaciones de los apoyos.
Como se explica en la norma ISO-6336 [11], las deformaciones de los rodamientos y de los
apoyos producen, generalmente, una separacio´n entre las superficies de contacto de los
engranajes que se incrementa de forma lineal a lo largo de su ancho de cara. La rigidez
de los rodamientos se incrementa a medida que aumenta la carga, y por ese motivo,
su deformacio´n no es proporcional a la carga que recae sobre ellos. Por otra parte, las
deformaciones de los alojamientos pueden ser superiores a las que se producen en los
rodamientos, y en este caso la magnitud de las deformaciones suele ser proporcional a
la carga que soportan.
Por el contrario, las deformaciones de los ejes y de los engranajes producen una sepa-
racio´n de las superficies de contacto que se incrementa de forma no lineal a lo largo del
ancho de cara de los engranajes. La deformacio´n de los ejes se produce, principalmente,
debido a la flexio´n provocada por los esfuerzos transversales, derivados generalmente
del contacto entre engranajes. Cuando hay u´nicamente un engranaje sobre el eje, la
deformacio´n por flexio´n de e´ste estara´ contenida, principalmente, dentro del plano de
accio´n de la transmisio´n. Cuando hay varios engranajes montados sobre el mismo eje,
o actu´an sobre e´l otras fuerzas externas, esta deformacio´n por flexio´n no tendra´ una di-
reccio´n preferente. La magnitud de la deformacio´n es aproximadamente proporcional a
la carga transversal que la provoca. Los ejes de los engranajes tambie´n se deforman por
el efecto de la torsio´n y de los esfuerzos axiales, aunque este tipo de deformaciones tiene
una influencia menor sobre la desalineacio´n del engrane en transmisiones de engranajes
de ejes paralelos.
Por u´ltimo, en los cuerpos de los engranajes se producen distintas deformaciones que
influyen en la desalineacio´n del engrane, que se muestran de forma simplificada en la
figura 2.1. De acuerdo con Weber y Banaschek [16], estas deformaciones se pueden
clasificar en:
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(i) Deformaciones locales producidas por el contacto entre dientes (figura 2.1a).
(ii) Deformaciones del diente del engranaje, especialmente como consecuencia de su
flexio´n (figura 2.1b).




Figura 2.1: Deformaciones en el diente
Se han llevado a cabo mu´ltiples investigaciones experimentales para determinar la influ-
encia de las desalineaciones de los engranajes sobre su comportamiento y su capacidad
de carga. Kubo [17] estudio´ el efecto de los errores de fabricacio´n y de montaje sobre
el estado tensional de una transmisio´n de engranajes cil´ındricos helicoidales. Haigh [18]
investigo´ la influencia que tienen las desalineaciones en la distribucio´n de la carga en
transmisiones de engranajes cil´ındricos helicoidales con anchos de cara grandes. Das [19]
estudio´ la relacio´n entre las desalineaciones y los distintos modos de fallo de las ruedas
dentadas. Hotait investigo´ los efectos de las desalineaciones en las tensiones de flexio´n
en la ra´ız de los dientes de engranajes helicoidales [20, 21] y hipoides [22]. Reciente-
mente, Pau [23] ha realizado estudios sobre la influencia que tienen las desalineaciones
de los engranajes sobre la distribucio´n de presio´n de contacto en transmisiones de pin˜o´n-
cremallera.
Estas investigaciones ponen de manifiesto que la principal consecuencia de la desalin-
eacio´n del engrane es que la distribucio´n de carga, que en teor´ıa es uniforme, resulta en
una distribucio´n de carga no uniforme a lo largo del ancho de cara. Esto provoca que
en algunas partes del diente la intensidad de la carga sea muy elevada, mientras que
en otras partes la intensidad de carga sea baja o nula. Esta distribucio´n irregular de
la carga provoca que las tensiones de contacto y de flexio´n en la zona en la que recae
ma´s carga sean superiores a las tensiones nominales que se producir´ıan en condiciones
ideales de engrane, consideradas habitualmente en la fase de disen˜o de la transmisio´n
para el ca´lculo de su capacidad de carga. Esto supone que, a menudo, este incremento
lleva a las tensiones fuera de los l´ımites admisibles, provocando el fallo prematuro de la
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transmisio´n. Esta distribucio´n no uniforme de la carga tambie´n tiene otros efectos neg-
ativos sobre la transmisio´n, como el aumento del desgaste de las superficies de contacto,
el incremento de la generacio´n de calor, la introduccio´n de errores de transmisio´n y la
generacio´n de vibraciones y ruido.
A la vista de estas consecuencias, parece importante tener en cuenta todas las causas que
producen la desalineacio´n del engrane al realizar el ana´lisis tensional de una transmisio´n,
incluyendo todos los tipos de deformacio´n anteriormente mencionados.
2.4 Me´todos anal´ıticos para la determinacio´n del estado
tensional de transmisiones de engranajes
Generalmente, los me´todos anal´ıticos utilizados para la resolucio´n del problema de con-
tacto entre dientes de engranajes se basan en la teor´ıa de Hertz [7]. Esta teor´ıa considera
una distribucio´n semiel´ıptica de presiones aplicada en un semiespacio ela´stico bajo la
hipo´tesis de deformacio´n plana. Las asunciones en las que se basa su aplicacio´n son las
siguientes:
(i) Las deformaciones de los so´lidos en contacto son pequen˜as y dentro del rango
ela´stico del material.
(ii) Las superficies de los so´lidos en contacto son continuas y no conformes. Esto
implica que las dimensiones del a´rea de contacto sera´n pequen˜as comparadas con
los radios de curvatura de las superficies de los so´lidos en las proximidades del
contacto.
(iii) Los so´lidos en contacto se pueden aproximar a semiespacios ela´sticos.
(iv) Las fuerzas de friccio´n que se producen entre los so´lidos en contacto son despre-
ciables.
En estos me´todos, el problema de contacto se ha resuelto tradicionalmente aproximando
la geometr´ıa de los dientes de engranaje a dos cilindros perfectamente alineados, cuyos
radios coinciden con el radio de curvatura de la superficie de los dientes de los engranajes
en el punto de contacto (ρ1 y ρ2), como se muestra en la figura 2.2. Esta aproximacio´n
ofrece resultados razonablemente buenos cuando el contacto teo´rico entre dientes es
una l´ınea recta, como en el caso de transmisiones de engranajes cil´ındricos rectos y
helicoidales.




















Figura 2.2: Ca´lculo anal´ıtico de la tensio´n nominal de contacto
Segu´n la teor´ıa de Hertz [7], la tensio´n de contacto que se produce entre dos cilindros de
radio ρ1 y ρ2 comprimidos entre si por una fuerza F (figura 2.2a) se puede determinar
mediante la siguiente ecuacio´n:













En la ecuacio´n 2.5, lc denota la longitud total del contacto, y ZE es la constante de
elasticidad de los materiales, que se define mediante la ecuacio´n 2.6. En esta ecuacio´n,
E1 y E2 son los mo´dulos de elasticidad del pin˜o´n y de la rueda, y ν1 y ν2 son sus











Para ejemplificar el ca´lculo, considere una pareja de engranajes cil´ındricos helicoidales
perfectamente alineados, cuyos dientes contactan en el c´ırculo de paso. La fuerza que
comprime a los dientes de engranaje entre s´ı (F ) se puede calcular a partir del par
considerado (T ), del dia´metro primitivo del pin˜o´n (d1), del a´ngulo de presio´n medido en





cosαt · cosβb (2.7)
Cap´ıtulo 2. Estado del arte 43
La longitud del contacto se calcula a partir del ancho de cara del engranaje (b) y del





Sustituyendo las expresiones 2.7 y 2.8 en la ecuacio´n 2.5 se obtiene:
σHO = ZE ·
√
2 · T









Los radios de curvatura de las superficies de contacto de los dientes de engranaje en
el punto de paso (figura 2.2a), medidos en el plano normal, se pueden determinar a
partir del dia´metro de las circunferencias base (db1 y db2), del a´ngulo de presio´n en la




















· tanαwt · cosαt (2.10b)
Sustituyendo las expresiones 2.10a y 2.10b en la ecuacio´n 2.9 se obtiene:
σHO = ZE ·
√
2 · T
d1 · b · cosαt ·
2 · cosβb
tanαwt · cosαt ·
d1 + d2
d1 · d2 (2.11)
Habitualmente, la ecuacio´n 2.11 incluye dos factores de influencia, cuyo objetivo es cor-
regir y adaptar dicha ecuacio´n a condiciones de trabajo no contempladas en las hipo´tesis
del me´todo anal´ıtico. De esta manera, se incluye una factor Z que tiene en cuenta la
longitud efectiva de las l´ıneas de contacto, y un factor Zβ, que tiene en cuenta la in-
fluencia del a´ngulo de he´lice. Por brevedad, el ca´lculo de estos factores no se expone
en este trabajo, pero puede se consultado en la norma ISO-6336 [8]. De esta forma, la
ecuacio´n 2.11 se puede reescribir, dando lugar a la siguiente expresio´n:
σHO = ZE · ZH · Z · Zβ ·
√
2 · T
d1 · b ·
d1 + d2
d1 · d2 (2.12)




tanαwt · cos2 αt (2.13)
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Este procedimiento de ca´lculo de la tensio´n nominal de contacto es aplicable tambie´n a
engranajes cil´ındricos rectos, considerando un a´ngulo de he´lice nulo (cosβ = 0).
Los valores de tensio´n obtenidos a partir de la ecuacio´n 2.12 corresponden a valores nom-
inales, calculados a partir de ciertas hipo´tesis que no siempre representan correctamente
la realidad. La simulacio´n del contacto entre los dientes de los engranajes mediante cilin-
dros perfectamente alineados no permite tener en cuenta las posibles desalineaciones que
pueden ocurrir en una transmisio´n. Como consecuencia, la distribucio´n de la carga re-
sultante de este ana´lisis siempre sera´ uniforme. Por este motivo, es habitual el uso de
un factor de correccio´n, que adapte el resultado de tensio´n obtenido bajo condiciones
ideales de ana´lisis al que se obtendr´ıa en condiciones reales. El uso de estos factores de
correccio´n se expone ma´s adelante.
Las normas ISO-6336 [8] y AGMA-2001-D04 [10], as´ı como en las principales gu´ıas de
disen˜o de engranajes [1, 2, 13, 14], proponen me´todos anal´ıticos para resolver el problema
de contacto entre dientes de engranaje basados en esta aproximacio´n. Houser [15] la uti-
lizo´ para estudiar los efectos de las desalineaciones en engranajes cil´ındricos helicoidales.
Sobre este mismo tipo de engranajes, Patil [24] ha utilizado esta aproximacio´n para
estudiar los efectos que tiene la friccio´n sobre las tensiones ma´ximas que se producen en
el contacto.
Cuando se desea aplicar la teor´ıa de Hertz para estudiar el contacto entre dientes en
aquellos tipos de engranajes en los que el contacto teo´rico es un punto, es habitual
aproximar las zonas de las superficies de los dientes de los engranajes cercanas al contacto
mediante elipsoides. De esta forma, Gosselin [25] pudo aplicar la teor´ıa de Hertz para
determinar las deformaciones que se producen en el contacto entre dientes de engranajes
co´nicos espirales e hipoides, con el objetivo de estudiar los errores de transmisio´n bajo
carga. Litvin [26] utilizo´ esta aproximacio´n para resolver el problema de contacto entre
dientes de engranajes, y aplicar la distribucio´n de presio´n de contacto resultante a un
modelo de elementos finitos del diente para resolver el problema estructural y determinar
las tensiones en la ra´ız del diente. Sheveleva [27] aplico´ esta solucio´n para estudiar el
contacto entre dientes de engranajes co´nicos espirales en aquellas posiciones del ciclo
de engrane en las que el contacto se produce en una zona alejada de los bordes de
la superficie. Recientemente, Gonza´lez-Pe´rez [28] se baso´ en la teor´ıa de Hertz para
resolver completamente el problema de contacto en engranajes modificados con doble
abombamiento de la superficie de contacto de los dientes del pin˜o´n.
Por otra parte, los me´todos anal´ıticos tambie´n se han utilizado para predecir las tensiones
que se producen en la ra´ız de los dientes de los engranajes. En la mayor´ıa de estos
me´todos, el diente de engranaje se simula como si fuese una viga en voladizo, sometida
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a una carga que se supone uniformemente distribuida a lo largo del ancho de cara del










Figura 2.3: Ca´lculo anal´ıtico de la tensio´n nominal de flexio´n
Como explica Maitra [5], la investigacio´n en este campo ha permitido concluir que las
tensiones a compresio´n (σC) y cortantes (τ) se pueden despreciar (figura 1.11), pues sus
efectos sobre la resistencia de los dientes de engranaje son despreciables. Por lo tanto,
es habitual considerar u´nicamente las tensiones de traccio´n producidas por el efecto del
momento flector. Estas tensiones alcanzan su valor ma´ximo cuando la carga se aplica
en el punto ma´s elevado en el que se produce contacto en un u´nico diente. Determinar
la posicio´n de este punto es uno de los retos de este ca´lculo anal´ıtico, y generalmente se
obtiene por procesos iterativos.
Considerando el diente de engranaje como una viga en voladizo, la tensio´n de flexio´n
que se produce en la ra´ız del diente se puede estimar mediante la fo´rmula de Navier.
Esta fo´rmula determina la tensio´n de flexio´n ma´xima (σF0) a la que esta´ sometida una
seccio´n cualquiera de la viga a partir del momento interno que actu´a en la seccio´n (Mz),
su momento de inercia (Iz) y la distancia desde la fibra neutra de la viga al punto ma´s





Para poder calcular la tensio´n de flexio´n ma´xima, es necesario determinar la seccio´n
cr´ıtica del diente. Como se comentara´ ma´s adelante, existen distintas propuestas para
la localizacio´n de la seccio´n cr´ıtica. El momento flector (Mz) al que esta´ sometida la
seccio´n cr´ıtica se puede determinar a partir de la fuerza considerada (F ) y su a´ngulo
de aplicacio´n medido en el plano normal (αFen), as´ı como a la distancia que esta fuerza
actu´a con respecto al punto sobre el que se desea calcular la magnitud del momento
(hFe):
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Mz = F · cosαFen · hFe (2.15)
La fuerza total considerada en el ca´lculo a flexio´n se puede calcular a partir del par
aplicado a la transmisio´n (T ), el dia´metro primitivo del pin˜o´n (d1) y el a´ngulo de presio´n
normal de la transmisio´n (αn):
F =
2 · T
d1 · cosαn (2.16)
Si se considera un diente de engranaje cil´ındrico recto, la seccio´n transversal a cualquier
altura del diente tiene forma rectangular, y su momento de inercia (Iz) se puede de-





· b · s3Fn (2.17)






Sustituyendo las expresiones 2.15, 2.16, 2.17 y 2.18 en la ecuacio´n 2.14 se obtiene:
σF0 = 6 · 2 · T










d1 · b ·mn · YF (2.20)
En la ecuacio´n anterior, YF es el factor de forma, y tiene en cuenta las caracter´ısticas
geome´tricas del diente contenidas en la ecuacio´n 2.19 que afectan al ca´lculo de la seccio´n
cr´ıtica del diente y al punto y a la direccio´n de aplicacio´n de la carga:
YF =
6 · hFe · cosαFen ·mn
cosαn · s2Fn
(2.21)
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La ecuacio´n 2.20 para el ca´lculo de la tensio´n nominal de flexio´n se completa habitual-
mente con otros factores que tienen en cuenta caracter´ısticas de disen˜o no contempladas
en el desarrollo actual. De esta manera, es habitual incluir los siguientes factores en el
ca´lculo de la tensio´n nominal del contacto:
(i) Un factor YS para tener en cuenta la influencia de la concentracio´n de tensiones
que se produce en el radio de entalle. Existen diversas propuestas para realizar
el ca´lculo de este factor, pero sin duda, es la de Dolan y Broghamer [6] la ma´s
utilizada en la literatura, y la considerada tanto en la norma ISO-6336 como en la
AGMA-2001-D04.
(ii) Un factor Yβ que corrige la intensidad del momento flector en la ra´ız del diente
cuando el ca´lculo se aplica a engranajes helicoidales.
En favor de la brevedad, el ca´lculo de los factores anteriormente descritos no se expone
en este trabajo. Si bien se pueden encontrar distintos me´todos de ca´lculo en la literatura,
los ma´s extendidos en la industria aparecen en la norma ISO-6336 [9]. De esta manera,
la ecuacio´n para el ca´lculo de la tensio´n nominal en la base del diente quedara´:
σF0 =
2 · T
d1 · b ·mn · YF · YS · Yβ (2.22)
Como ocurr´ıa en el me´todo anal´ıtico propuesto para el ca´lculo de la tensio´n de contacto,
los valores de tensio´n obtenidos a partir de la ecuacio´n 2.22 corresponden a valores
nominales, calculados a partir de ciertas hipo´tesis que no siempre representan correcta-
mente la realidad. Una de estas hipo´tesis es la asuncio´n de que la carga se reparte de
forma uniforme en todo el ancho de cara del engranaje. Como se ha comentado en el
apartado 2.3, es habitual que la desalineacio´n del engrane repercuta en distribuciones
de carga no uniformes. En esta aproximacio´n, la distribucio´n no uniforme de la carga
se tiene en cuenta mediante factores de penalizacio´n, como se explica ma´s adelante.
Las normas ISO-6336 [9] y AGMA-2001-D04 [10] se basan en esta aproximacio´n para
predecir la tensio´n nominal que se produce en la ra´ız de los dientes. Los modelos de
ca´lculo utilizados por estas normas se muestran en la figura 2.4. Aunque ambas normas
simulan el diente del engranaje como si fuese una viga en voladizo, existen algunas
diferencias importantes entre ellas que merecen ser mencionadas:
(i) La primera diferencia hace referencia a los esfuerzos considerados para el ca´lculo
de la tensio´n nominal. La norma ISO-6336 considera u´nicamente el esfuerzo de
traccio´n introducido por el momento flector (σF ) en el radio de entalle de la parte









Figura 2.4: Modelos de ca´lculo de la tensio´n nominal de flexio´n utilizadas por (a)
AGMA e (b) ISO
del diente en la que se aplica la carga (figura 1.11). En cambio, la norma AGMA-
2001-D04 considera la combinacio´n del esfuerzo de traccio´n introducido por el
momento flector (σF ) y el esfuerzo de compresio´n generado por la carga radial
(σC), que tienden a compensarse entre si.
(ii) La segunda diferencia destacable son los criterios que utilizan para la localizacio´n
de la seccio´n cr´ıtica del diente. La norma AGMA-2001-D04 se basa en las ideas
propuestas por Lewis [29], quien concibio´ la idea de inscribir una para´bola de
resistencia uniforme dentro de la geometr´ıa del diente. Como explica Dudley [1],
una para´bola de resistencia uniforme es aquella que cuando se considera como una
viga en voladizo, la tensio´n de flexio´n ma´xima es igual en todas sus secciones.
Inscribiendo esta para´bola dentro de la geometr´ıa del diente, se puede localizar
inmediatamente la posicio´n de la seccio´n cr´ıtica del mismo, que coincide con el
punto en el que la para´bola de resistencia uniforme es tangente con la superficie
del diente, como se muestra en la figura 2.4a. Por el contrario, la norma ISO-6336
utiliza un me´todo simplificado y considera la seccio´n cr´ıtica del diente aquella en
la que el perfil es tangente a una l´ınea inclinada 30o con respecto al eje de simetr´ıa
del diente, como se puede observar en la figura 2.4b.
(iii) Por u´ltimo, tambie´n difieren en los criterios para la localizacio´n del punto y la
direccio´n de aplicacio´n de la carga. Mientras que en la norma AGMA-2001-D04
la carga se aplica en el a´pice de la para´bola de resistencia uniforme, en la norma
ISO-6336 se calcula, de forma aproximada, el punto ma´s alto de contacto en un
u´nico diente y se considera que la carga esta´ aplicada en ese punto.
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En ambas normas, todos estos variables se contemplan dentro del factor de forma (deno-
tado por YF en la ecuacio´n 2.20). Este factor ha sido objeto de distintas investigaciones,
siendo las ma´s relevantes las realizadas por Pedrero [30, 31] y Arikan [32].
Adema´s de en las normas, la modelizacio´n del diente mediante la teor´ıa de vigas es una
pra´ctica comu´n en la literatura. En ella se baso´ Errichelo [33] para proponer un me´todo
en el que el diente del engranaje se simula mediante un prisma triangular. Tambie´n lo
hizo Chen [34], aproximando el perfil del diente del engranaje a un arco circular. No
obstante, ha habido autores que han explorado otras alternativas, como Wellauer [35],
que simulo´ el comportamiento del diente mediante la teor´ıa de placas, permitiendo de
esta forma contemplar distribuciones de carga no uniformes a lo largo del diente.
Factores de correccio´n aplicados en me´todos anal´ıticos
Los me´todos anal´ıticos descritos anteriormente suelen ir acompan˜ados de una serie de
factores de correccio´n que penalizan los valores nominales de tensio´n obtenidos para
tener en cuenta efectos que no es posible contemplar en la formulacio´n anal´ıtica del
problema. Uno de los factores de correccio´n que ma´s intere´s ha despertado entre los
investigadores es el factor de distribucio´n longitudinal de la carga. Este factor, incluido
en las formulaciones de la norma ISO-6336 y de la norma AGMA-2001-D04, tiene en
cuenta los incrementos de tensio´n que se producen como consecuencia de un reparto
irregular de la carga provocado por la desalineacio´n del engrane. Generalmente se define
como el cociente entre la intensidad de carga ma´xima divida entre la intensidad de carga
media.
Tobe [36] fue uno de los primeros autores en centrar su atencio´n sobre este factor. Este
autor utilizo´ un modelo de elementos finitos de un diente de un engranaje cil´ındrico he-
licoidal para determinar el factor de distribucio´n longitudinal de la carga considerando
errores de alineacio´n en los engranajes. El modelo propuesto por Tobe aproximaba la
geometr´ıa del diente mediante elementos finitos de tipo placa de seccio´n variable. Con
ayuda de los resultados obtenidos propuso una ecuacio´n emp´ırica, que permite deter-
minar el factor de distribucio´n longitudinal de la carga en transmisiones de engranajes
cil´ındricos helicoidales.
Smith [37] estimo´ el factor de distribucio´n de carga en engranajes helicoidales. Uti-
lizando una rutina simple de programacio´n, investigo´ el efecto de un amplio rango de
desalineaciones del engrane y modificaciones del perfil del diente sobre el factor de dis-
tribucio´n longitudinal de la carga. Mediante esta investigacio´n, pudo demostrar que
incluso en configuraciones de disen˜o habituales bien alineadas, el factor de distribucio´n
longitudinal de la carga era un 50% superior al estimado.
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Marunic [38] define el factor de distribucio´n longitudinal de la carga como el cociente
entre la tensio´n de flexio´n ma´xima y la tensio´n de flexio´n nominal. Utilizando un modelo
de elementos finitos de un diente de un engranaje cil´ındrico recto de cuerpo macizo,
sometido a una distribucio´n uniforme de la carga, calculo´ este factor para distintas
geometr´ıas de engranajes. Con los resultados obtenidos pudo demostrar que incluso
cuando la distribucio´n de la carga es uniforme a lo largo del ancho de cara del diente,
la distribucio´n de tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente es irregular.
Atanasovska [39] propuso un me´todo de ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga basado en un modelo de elementos finitos de una transmisio´n de engrana-
jes cil´ındricos rectos. Posteriormente utilizo´ este me´todo para el ca´lculo del factor de
distribucio´n de la carga bajo distintas configuraciones arbitrarias de desalineacio´n de
un engranaje cil´ındrico recto. Los resultados obtenidos los comparo´ con los obtenidos
a partir de un modelo basado en la fundacio´n ela´stica de Winkler, obteniendo un buen
grado de correlacio´n.
Feng [40] propuso un me´todo basado en la fundacio´n ela´stica de Winkler para calcular el
factor de distribucio´n longitudinal de la carga en transmisiones de engranajes cil´ındricos.
El me´todo propuesto considera las deformaciones en los rodamientos, los errores de
fabricacio´n y montaje, las fuerzas axiales de los engranajes cil´ındricos helicoidales y el
efecto de la rodadura. Segu´n el autor, este nuevo me´todo es capaz de ofrecer valores del
factor de distribucio´n longitudinal de la carga ma´s precisos que los obtenidos por otros
me´todos existentes en la literatura.
2.5 Me´todos semianal´ıticos para la determinacio´n del es-
tadio tensional de transmisiones de engranajes
En la literatura consultada, los me´todos semianal´ıticos se han utilizado principalmente
para resolver el problema de contacto entre dientes de engranajes. Entre estos me´todos,
se puede decir que el ma´s utilizado en este a´mbito es el me´todo de los coeficientes de
influencia. Este me´todo consiste en la discretizacio´n del dominio del problema en una
serie de elementos de presio´n. Los coeficientes de influencia relacionan las presiones
aplicadas en cada uno de estos elementos con los desplazamientos que producen en el
resto del domininio. La solucio´n al problema de contacto, en forma de distribucio´n de
presio´n, se puede obtener nume´ricamente utilizando principios variacionales, segu´n las
directrices de Kalker [41].
Si bien dichos coeficientes de influencia pueden tener distinta naturaleza, habitualmente
se calculan anal´ıticamente a partir de la solucio´n de Boussinesq [42] y Cerruti [43] para
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cargas puntuales aplicadas en semiespacios ela´sticos. El uso de estos coeficientes permite
obtener resultados precisos cuando las superficies de los engranajes se pueden aproximar
a semiespacios ela´sticos en las zonas cercanas al contacto. Sin embargo, cuando se aplican
para el ca´lculo de presiones de contacto entre dientes de engranajes, la aproximacio´n
de la superficie de contacto a un semiespacio ela´stico no siempre es buena, pues el
contacto se puede producir en zonas cercanas a los bordes de la superficie. En esos
casos, la resolucio´n del problema de contacto utilizando los coeficientes de influencia
calculados a partir de la solucio´n de Boussinesq no siempre ofrece resultados precisos. No
obstante, es posible aplicar me´todos de correccio´n de los coeficientes de influencia, como
los propuestos por deMul [44] y Guilbault [45], que permiten aproximar la geometr´ıa de
los engranajes mediante la superposicio´n de cuartos de espacio ela´sticos, y de esa forma,
obtener soluciones precisas al problema de contacto incluso cuando e´ste se encuentra
cerca de un borde.
Somprakit [46] fue´ uno de los primeros autores en aplicar el me´todo de los coeficientes de
influencia para el ca´lculo de las tensiones de contacto que se producen en transmisiones
de engranajes cil´ındricos rectos. Este me´todo le permitio´ obtener soluciones ra´pidas al
problema de contacto en aquellos casos en los que la solucio´n de Hertz no es aplicable,
como cuando las geometr´ıas de los engranajes en las inmediaciones del contacto no se
pueden aproximar mediante superficies cuadra´ticas.
Mahanta [47] investigo´ las limitaciones de la aplicacio´n de las soluciones anal´ıticas de
Hertz para el ca´lculo de distribuciones de presio´n de contacto en engranajes cil´ındricos
rectos. Utilizando ensayos experimentales demostro´ que existen grandes diferencias entre
las tensiones de contacto predichas por la solucio´n anal´ıtica y las reales. Posteriormente
resolvio´ el problema de contacto en los mismos casos de estudio utilizando el me´todo
de los coeficientes de influencia, y demostro´ que este u´ltimo ofrece resultados de presio´n
ma´s parecidos a los obtenidos experimentalmente.
Guilbault [48] desarrollo´ un modelo ra´pido para la estimacio´n de las distribuciones de
tensio´n en dientes de engranajes cil´ındricos helicoidales. En este modelo, el problema
de contacto se resuelve mediante el me´todo de los coeficientes de influencia, realizando
las correcciones oportunas para tener en cuenta el efecto de los bordes de las superficies
sobre las presiones de contacto. Tambie´n considero´ una modificacio´n de la magnitud de
los coeficientes de influencia para tener en cuenta los desplazamientos adicionales que se
producen debido a la flexio´n de los dientes, calculada mediante el me´todo de las bandas
finitas (FSM, finite strip method). En la referencia [49], el autor utilizo´ este modelo
semianal´ıtico para investigar la influencia de las desalineaciones en transmisiones de
engranajes cil´ındricos helicoidales.
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Sheveleva [27] aplico´ el me´todo de los coeficientes de influencia para calcular la dis-
tribucio´n de presio´n de contacto que se produce en una transmisio´n de engranajes co´nicos
espirales, realizando las correcciones oportunas para tener en cuenta el efecto de los bor-
des de las superficies de contacto sobre la distribucio´n de presio´n. El autor propone un
me´todo combinado en el cual se utiliza la solucio´n anal´ıtica de Hertz cuando el contacto
se produce lejos de los bordes de las superficies, y el me´todo de los coeficientes de influ-
encia cuando el contacto se produce cerca de alguna de los bordes. De esta manera, se
puede resolver de forma eficaz el problema de contacto en todo el ciclo de engrane.
Wink [50] estudio´ las ventajas y desventajas de tres estrategias distintas utilizadas para
la solucio´n nume´rica del problema de contacto utilizando el me´todo de los coeficientes
de influencia. Obtuvo la conclusio´n que el me´todo de Cholesky era capaz de resolver el
problema de contacto ma´s ra´pido que las otras te´cnicas analizadas, obteniendo resultados
de la misma precisio´n. Este autor utilizo´ en la referencia [51] uno de estos me´todos
semianal´ıticos para estudiar como afectan las desalineaciones en el error de transmisio´n
bajo carga en transmisiones cil´ındricas rectas y helicoidales.
Wu [52] aplico´ el me´todo de los coeficientes de influencia para calcular la distribucio´n
de presio´n de contacto que se produce en una transmisio´n de engranajes hipoides con
dientes rectos, en los que el contacto es aproximadamente lineal. En este caso, los
coeficientes de influencia calculados se modifican para considerar los desplazamientos
adicionales producidos por la flexio´n de los dientes. Esta modificacio´n de los coeficientes
de influencia se realiza de acuerdo con el me´todo propuesto por Linke [53], basado en
resultados obtenidos a partir del ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos de un
diente de engranaje. Los resultados obtenidos del modelo de Wu fueron comparados con
los obtenidos a partir del ana´lisis de un modelo de elementos finitos de la transmisio´n,
obteniendo desviaciones relativas inferiores al 5% en resultados de presio´n de contacto.
Recientemente Pop [54] ha utilizado el me´todo de los coeficientes de influencia para
resolver el problema de contacto en engranajes cil´ındricos rectos con doble abombamiento
de la superficie de contacto. Utilizando este me´todo, realizo´ distintos ana´lisis, con el
fin de cuantificar la influencia del abombamiento de la superficie del diente sobre las
presiones de contacto resultantes.
Por otra parte, y en menor medida, los me´todos semianal´ıticos tambie´n se han utilizado
para predecir las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente. Guingand [55] utilizo´ el me´todo
de los prismas finitos (FPM, finite prism method) para calcular las tensiones de contacto
en engranajes cil´ındricos helicoidales. Los resultados de tensio´n de flexio´n obtenidos
fueron comparados con los resultados obtenidos a partir de un ana´lisis experimental,
mostrando un buen grado de correlacio´n.
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En su modelo de estimacio´n ra´pida del estado tensional de una transmisio´n, Guil-
bault [48] utilizo´ el me´todo de las diferencias finitas (FDM, finite diference method)
para el estudio de las tensiones de flexio´n en la base de los dientes, bajo la asuncio´n de
deformacio´n plana. De acuerdo con el autor, los resultados obtenidos tienen un buen
grado de parecido a los obtenidos a partir del ana´lisis de un modelo de elementos finitos
del diente.
2.6 Me´todos nume´ricos para la determinacio´n del estadio
tensional de transmisiones de engranajes
Entre los distintos me´todos nume´ricos disponibles en la literatura para realizar el ana´lisis
tensional, el me´todo de los elementos finitos es, sin duda, el que ha despertado mayor
intere´s entre los investigadores de transmisiones de engranajes.
Aunque otros autores relacionados con este campo utilizaron previamente este me´todo,
fue Coy [56] en 1985 quien destaco´ la necesidad de incluir este tipo de ana´lisis en los
procesos de disen˜o de transmisiones de engranajes. Este autor puntualizo´ algunas de
las dificultades que era necesario superar para poder incorporar este me´todo de forma
satisfactoria en la indu´stria, dando lugar a tres grandes l´ıneas de investigacio´n: (i) la
generacio´n de modelos matema´ticos de las geometr´ıas de los engranajes, (ii) la dis-
cretizacio´n de estas geometr´ıas en elementos finitos y (iii) la aplicacio´n de condiciones
de contorno al modelo de elementos finitos.
La generacio´n de modelos matema´ticos de las geometr´ıas de los engranajes fue liderada
por Handschuh y Litvin [57]. Estos autores propusieron un me´todo que, basa´ndose en
los para´metros ba´sicos de disen˜o de los engranajes y en la cinema´tica de sus procesos
de fabricacio´n, permit´ıa obtener una descripcio´n anal´ıtica de la geometr´ıa de engranajes
co´nicos espirales. Este me´todo sento´ las bases para la generacio´n computerizada de
la gran mayor´ıa de geometr´ıas de engranajes, y ha sido utilizado posteriormente por
mu´ltiples autores [28, 58, 59].
Por lo que refiere a la discretizacio´n de las geometr´ıas de los engranajes en elementos
finitos, Argyris [60] y Litvin [61] fueron los primeros en proponer un me´todo para la
generacio´n automatizada de las mallas de elementos finitos de los engranajes. Si bien
en la literatura se pueden encontrar autores que generan las mallas de elementos finitos
a partir de geometr´ıas CAD, la gran mayor´ıa de las referencias consultadas siguen el
me´todo de mallado propuesto por Litvin.
Por u´ltimo, la aplicacio´n de las condiciones de contorno al modelo de elementos fini-
tos ha sido otro campo extensamente investigado, y en el que todav´ıa quedan muchos
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avances por hacer. Como explica Hotait [62] en su tesis doctoral, existen dos problemas
principales en la aplicacio´n de las condiciones de contorno a los modelos de elementos
finitos de la transmisio´n:
(i) Por una parte, la manera en la que las cargas se aplican en los modelos de elementos
finitos.
(ii) Por otra parte, la generacio´n de las condiciones de contorno necesarias para simular
la geometr´ıa completa de los engranajes.
La aplicacio´n de las cargas en los modelos de elementos finitos de transmisiones de
engranajes se ha abordado desde dos perspectivas distintas. Algunos autores, optan por
considerar un u´nico engranaje en el modelo de elementos finitos, y resolver el problema
estructural aplicando directamente la carga sobre su superficie de contacto. Dentro de
esta l´ınea, algunos autores, como Handschuh [57] o Kawalec [63], especifican la carga
arbitrariamente sobre la superficie de contacto. Otros autores resuelven el problema
de contacto por me´todos anal´ıticos o semianal´ıticos, y aplican las distribuciones de
carga resultantes sobre los modelos de elementos finitos del engranaje. En este sentido,
Litvin [26] utilizo´ la teor´ıa de Hertz para resolver el problema de contacto entre una
pareja de engranajes co´nicos espirales y aplicar la distribucio´n de presio´n resultante
sobre un modelo de elementos finitos del engranaje. Un procedimiento similar utilizo´
Hotait [22], aunque en este caso se sirvio´ del modelo propuesto por Kolivand [64] para
determinar la distribucio´n de la carga en una pareja de engranajes hipoides.
Sin embargo, en la mayor´ıa de las referencias consultadas, los autores optan por seguir
los pasos de Bibel [65], y resolver el problema de contacto como parte del problema de
elementos finitos. De esta forma, la aplicacio´n de las cargas al problema de elementos
finitos se simplifica, generalmente especificando un par torsor que actu´a sobre uno de
los engranajes, mientras el otro engranaje permanece fijo en el espacio.
El otro problema refiere a la generacio´n de las condiciones de contorno necesarias para
simular la geometr´ıa completa de los engranajes. Por motivos relacionados con el coste
computacional, resulta poco eficiente considerar la geometr´ıa completa de los engranajes
y de los ejes en los modelos de elementos finitos de la transmisio´n. Por este motivo, la
mayor´ıa de los trabajos consultados u´nicamente consideran una porcio´n de la geometr´ıa
de los engranajes en los modelos de elementos finitos, que generalmente comprende entre
tres y cinco parejas de dientes. De todas las referencias consultadas en la elaboracio´n de
este trabajo, u´nicamente los estudios realizados por Mao [66] consideran la geometr´ıa
completa de los engranajes en los modelos de elementos finitos de la transmisio´n.
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Bajo este amplio abanico de posibilidades en la generacio´n y configuracio´n de los modelos
de elementos finitos de la transmisio´n, e´stos se han utilizado con mu´ltiples propo´sitos.
Viajayakar [67] combino´ la solucio´n del problema de contacto mediante la integral de su-
perficie de Boussinesq con un modelo estructural de elementos finitos. El funcionamiento
del modelo resultante lo ejemplifico´ con el ana´lisis de una transmisio´n de engranajes
hipoides, sujetos a distintos tipos de desalineacio´n.
Kawalec [63] comparo´ los resultados de tensio´n de flexio´n obtenidos a partir de los
procedimientos anal´ıticos descritos en las normas ISO-6336 [8] y AGMA-2001-D04 [10],
con los obtenidos a partir de un modelo de elementos finitos de un diente de engranaje
bajo la accio´n de una carga distribuida, aplicada en el punto ma´s alto de contacto en un
u´nico diente. A partir de este estudio pudo concluir que los niveles de tensio´n obtenidos
por la norma ISO-6336 tienden a ser mayores que los obtenidos a partir del modelo
de elementos finitos, mientras que los obtenidos a partir de la norma AGMA-2001-D04
tienden a ser menores.
Por otra parte, Hwang [68] comparo´ los resultados de tensio´n de contacto obtenidos a
partir del procedimiento anal´ıtico descrito en la norma AGMA-2001-D04 [10] con los
obtenidos a partir de un modelo de elementos finitos de la transmisio´n. A partir de esta
investigacio´n pudo concluir que los valores de tensio´n de contacto obtenidos a partir del
ana´lisis del modelo de elementos finitos tienden a ser inferiores a los obtenidos a partir
del procedimiento anal´ıtico descrito en la norma AGMA-2001-D04.
Li utilizo´ el me´todo de los elementos finitos para analizar el efecto de ciertas variaciones
en la geometr´ıa de los engranajes, como los cambios en la magnitud del adendo [69]
o la utilizacio´n de engranajes de alma adelgazada [70], sobre las tensiones de flexio´n
y de contacto. Este mismo autor realizo´ otras investigaciones [71, 72] en las que se
utilizaba un modelo de elementos finitos de la transmisio´n para estudiar la influencia
de los errores de fabricacio´n y montaje sobre el error de transmisio´n y la capacidad de
carga de una transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos. Posteriormente extendio´ estos
estudios para tener en cuenta el impacto de las desalineaciones de los engranajes [73],
considerando distintos niveles arbitrarios de desalineacio´n.
Atanasovska utilizo´ el me´todo de los elementos finitos para investigar en que´ medida var´ıa
la capacidad de carga de las transmisiones de engranajes cil´ındricos rectos al modificar
el coeficiente de adendo [74], como consecuencia de los errores en la especificacio´n de la
circunferencia de base de los engranajes que componen la transmisio´n [75] y debido a la
variacio´n de la carga nominal a la que esta´n sometidos [76]. En otro estudio [39], utilizo´
el me´todo de los elementos finitos para proponer una estrategia de ca´lculo del factor de
distribucio´n longitudinal de la carga.
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Chen [77] propuso un modelo de elementos finitos para determinar la distribucio´n de ten-
siones que se produce en transmisiones de engranajes cil´ındricos helicoidales, en las que
la geometr´ıa de los engranajes se modifica con un doble abombamiento de las superficies
de contacto. Mediante este modelo de elementos finitos el autor consiguio´ demostrar la
influencia que tiene la candidad de abombamiento, en direccio´n del perfil del diente y
en direccio´n longitudinal, sobre las tensiones ma´ximas de contacto y de flexio´n.
Hotait [22] utilizo´ un modelo de elementos finitos de un engranaje para investigar la
influencia de distintos tipos de desalineacio´n del engrane sobre las tensiones de flexio´n
que se producen en la ra´ız del diente de engranajes hipoides bajo carga. Comparo´
los resultados de tensio´n de flexio´n obtenidos a partir del ana´lisis de este modelo de
elementos finitos con los obtenidos mediante ensayos experimentales, mostrando un buen
grado de correlacio´n entre ambos.
Mermoz [78] utilizo´ el me´todo de los elementos finitos para plantear una estrategia de
optimizacio´n de la topolog´ıa de las superficies de contacto de engranajes co´nicos espirales,
permitiendo mejorar los patrones de contacto y reducir los niveles ma´ximos de presio´n
de contacto.
Patil [24] utilizo´ el me´todo de los elementos finitos para investigar los efectos de la
friccio´n en el contacto entre dientes de engranajes rectos y helicoidales. Considerando
distintos valores de a´ngulo de he´lice y de coeficiente de friccio´n, pudo obtener ciertas
correlaciones entre estos para´metros y el nivel de tensio´n de contacto alcanzado.
Barone [79] estudio´ la influencia de las desalineaciones en el estado tensional de trans-
misiones de engranajes encarados. A tal efecto, genero´ un modelo de elementos finitos
de la transmisio´n, consistente en tres parejas de dientes. Dicho modelo se analizo´ con-
siderando tres valores arbitrarios de desalineacio´n angular. Los resultados obtenidos de
los ana´lisis mostraron que la desalineacio´n de los engranajes repercute en un incremento
de las tensiones de flexio´n y de contacto, pero en cambio, reduce el error de transmisio´n.
Wink [80] y Lias [81] utilizaron el me´todo de los elementos finitos para el estudio de
la influencia de la desalineacio´n axial en transmisiones de engranajes cil´ındricos heli-
coidales. De sus investigaciones se puede concluir que escoger correctamente el ancho de
cara de cada uno de los engranajes, as´ı como la direccio´n de desalineacio´n axial, puede
ayudar a incrementar la vida u´til de las transmisiones.
Prabhakaran [82] utilizo´ el me´todo de los elementos finitos para estudiar la influencia
de las desalineaciones en el estado tensional de transmisiones de engranajes cil´ındricos
rectos. El autor estudio´ distintos casos de disen˜o, considerando modifaciones en el perfil
de los dientes, bajo distintas cantidades arbitrarias de desalineacio´n de los engranajes.
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Los resultados obtenidos mediante el ana´lisis del modelo de elementos finitos de la trans-
misio´n son comparados con los obtenidos a partir de me´todos anal´ıticos, mostrando en
este caso un escaso nivel de aproximacio´n.
Aunque en menor medida, el me´todo de los elementos de contorno tambie´n se ha utilizado
para realizar el ca´lculo tensional de transmisiones de engranajes. Vecchiato [83] utilizo´
este me´todo de ana´lisis para el ca´lculo de las tensiones de contacto y de flexio´n en la
ra´ız de los dientes de engranajes co´nicos espirales. Gakwaya [84] utilizo´ el me´todo de
los elementos de contorno para el ca´lculo del estado tensional de engranajes cil´ındricos
rectos. Sun [85] comparo´ los resultados obtenidos a partir del ana´lisis de la transmisio´n
por el me´todo de los elementos de contorno con los obtenidos a partir del ana´lisis por el
me´todo de los elementos finitos.

Cap´ıtulo 3
Ca´lculo de la deformacio´n de los
ejes de engranajes
3.1 Introduccio´n
Un eje es un elemento giratorio, generalmente de seccio´n transversal circular, que se
utiliza para transmitir potencia o movimiento [13]. Sirve de soporte y de eje de rotacio´n
para elementos como engranajes, poleas, volantes de inercia, etc. Habitualmente con-
siste en una serie de porciones cil´ındricas de diversos dia´metros que acomodan a los
rodamientos y proporcionan apoyos para posicionar axialmente los elementos que van
montados sobre e´l.
De acuerdo con las principales gu´ıas de disen˜o meca´nico [4, 13, 14], el disen˜o de un eje
debe estar basado en criterios de resistencia y de rigidez. Para satisfacer los criterios
de resistencia, el eje debe ser capaz de resistir los esfuerzos a los que esta´ sometido
sin romperse, adquirir deformaciones permanentes o deteriorarse. Para satisfacer los
criterios de rigidez, se debe garantizar que las deformaciones producidas en el eje por los
esfuerzos a los que esta´ sometido deben mantenerse dentro de unos l´ımites admisibles,
cuya magnitud vendra´ determinada por el tipo de aplicacio´n a la que vaya a ser destinado
el eje y por las caracter´ısticas de los elementos que conforman la transmisio´n.
En la mayor´ıa de casos, el criterio de disen˜o ma´s estricto es la deformacio´n del eje bajo
carga, debido a que habitualmente las condiciones impuestas por este criterio se alcan-
zan a niveles de carga inferiores que aquellas impuestas por los criterios de resistencia.
Los valores ma´ximos permitidos de deformacio´n en el eje se basan habitualmente en la
obtencio´n de velocidades cr´ıticas mı´nimas, en para´metros requeridos para conseguir un
engrane o´ptimo y en requerimientos impuestos por los rodamientos.
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Los ejes pueden estar sujetos a distintas combinaciones de esfuerzos, que provocan dis-
tintos tipos de deformacio´n:
(i) Los momentos flectores y las cargas transversales soportadas por el eje producen
su deformacio´n en el plano transversal.
(ii) Los momentos torsores soportados por el eje deforman al eje torsionalmente.
(iii) Los esfuerzos alineados con la direccio´n del eje producen deformaciones axiales.
El ca´lculo de las distintas deformaciones que se producen en los ejes se realiza habitual-
mente utilizando la teor´ıa cla´sica de vigas [4, 13, 14, 86–88]. La hipo´tesis fundamental
de la teor´ıa cla´sica de vigas es que las secciones transversales de la viga permanecen
planas e indeformables durante su deformacio´n, de manera que la posicio´n de cualquier
punto de la viga en su estado deformado se puede describir a partir de la posicio´n longi-
tudinal que ocupaba dicho punto antes de la deformacio´n. Esta hipo´tesis ha dado lugar
a distintas teor´ıas de vigas, entre las que destacan, por su extenso grado de aplicacio´n,
la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli y la teor´ıa de vigas de Timoshenko [89].
Por una parte, la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli asume que dichas secciones transver-
sales, adema´s de planas e indeformables, permanecen perpendiculares al eje neutro de
la viga en su estado deformado. De esta manera, la rotacio´n de la seccio´n transversal
esta´ estrictamente relacionada con la curvatura de la viga en el estado deformado, que
se produce debido al efecto del momento flector, como se muestra en la figura 3.1a. En
la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli se desprecian las deformaciones originadas por los
esfuerzos cortantes, lo que hace que la aplicabilidad de los modelos de ca´lculo desarrolla-
dos a partir de ella se limite a vigas en las que la deformacio´n por cortante sea pequen˜a
en comparacio´n con la deformacio´n por flexio´n. Esto ocurre principalmente en vigas
esbeltas, en las que la longitud caracter´ıstica de las vigas sea superior a diez veces su
dia´metro [14].
El uso de la teor´ıa de vigas de Timoshenko supone una mejora con respecto a la teor´ıa de
Euler-Bernoulli, pues permite que las secciones transversales de la viga se inclinen con
respecto su eje neutro debido a la presencia de deformaciones originadas por el efecto
de esfuerzos cortantes, como se ilustra en la figura 3.1b. De esta manera, se aumenta
el rango de aplicacio´n de esta teor´ıa frente a la teor´ıa de Euler-Bernoulli, a vigas cuya
longitud sea inferior a diez veces su dia´metro.
Ambas teor´ıas se pueden aplicar utilizando distintos me´todos, cuya eleccio´n dependera´
del caso de estudio considerado. Por una parte esta´n los me´todos basados en la in-
tegracio´n sucesiva de las ecuaciones que gobiernan la deformacio´n del eje, que pueden









Figura 3.1: Deformacio´n de una viga por (a) flexio´n y por (b) cortante
utilizar integracio´n directa, gra´fica [90] o nume´rica [91, 92]. Otros procedimientos se
basan en los teoremas de Mohr [93], las matrices de transferencia [94], el teorema de
Castigliano [87] o el me´todo de los elementos finitos [91, 95]. Algunas recomendaciones
sobre la eleccio´n del me´todo ma´s apropiado para cada caso se ven reflejadas en el trabajo
de Wilson [96].
Estas teor´ıas de vigas y me´todos de aplicacio´n tambie´n se han utilizado para realizar
el ca´lculo de las deformaciones que se producen en los ejes de las transmisiones por
engranaje durante la transmisio´n de potencia. Las normas ISO-6336 [9] y AGMA-2001-
D04 [10], cuya finalidad es la determinacio´n de la capacidad de carga de las transmisiones
de engranajes cil´ındricos rectos y helicoidales, proponen la utilizacio´n de la teor´ıa de vigas
de Euler-Bernoulli para el ca´lculo de la desalineacio´n equivalente del engrane producida
por la deformacio´n de los ejes. Las mismas ideas fueron utilizadas por Koide [97] para
proponer una herramienta informa´tica para realizar el ca´lculo de la desalineacio´n equiv-
alente del engrane. Ajmi [98] utilizo´ elementos finitos para estudiar el comportamiento
dina´mico de los ejes. No obstante, el ca´lculo de las deformaciones de los ejes de las trans-
misiones por engranaje no ha sido un campo intensivo de estudio, y en consecuencia,
escasas referencias pueden ser encontradas en la literatura.
En este cap´ıtulo se presentan dos modelos para el ca´lculo de las deformaciones que
se producen en los ejes de las transmisiones de engranajes bajo carga, denominados
SHAFT1 y SHAFT2. Estos modelos se basan en la teor´ıa de vigas de Timoshenko, y
proporcionan soluciones anal´ıticas para obtener las deformaciones de los ejes bajo carga.
Si las cargas derivadas del contacto entre los dientes de los engranajes son conocidas,
estos modelos sera´n capaces de ofrecer resultados precisos de deformacio´n de los ejes,
que resultara´n u´tiles en la aplicacio´n de los me´todos expuestos en cap´ıtulos posteriores.
Con esta finalidad, en la primera parte del cap´ıtulo se expone la teor´ıa cla´sica de vigas
bajo las hipo´tesis de Timoshenko. Posteriormente se describen los modelos de ca´lculo
de la deformacio´n de los ejes SHAFT1 y SHAFT2, y su funcionamiento se demuestra
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con distintos ejemplos nume´ricos. Por u´ltimo, se describen las funciones de Macaulay,
que pueden ser de utilidad en la especificacion de las cargas externas que actu´an en los
modelos SHAFT1 y SHAFT2.
3.2 Teor´ıa de vigas aplicada al ca´lculo de la deflexio´n de
ejes sometidos a cargas tridimensionales
En este apartado se detallan los principios y las hipo´tesis fundamentales de la teor´ıa
de vigas de Timoshenko. A tal efecto, se considera una viga recta libre de cargas, que
permanece en lo que se denomina estado de referencia, como se ilustra en la figura 3.2.
La posicio´n que ocupan los puntos que pertenecen a la viga se describen en un sistema
de coordenadas de referencia. El origen de coordenadas O de dicho sistema se situ´a en
un extremo de la viga, el eje Z es coincidente con el eje de la viga y los ejes X e Y
definen su seccio´n transversal. Los vectores unitarios correspondientes a cada uno de los











Figura 3.2: Viga en el estado de referencia
En el estado de referencia la viga es cil´ındrica, y su longitud (l) y su dia´metro (d) son
conocidos. Se considera que la viga es homoge´nea y esta´ conformada de un material
ela´stico con comportamiento lineal.
3.2.1 Ecuaciones de equilibrio esta´tico
Se considera que sobre la viga mostrada en la figura 3.2 actu´a una carga distribuida,
definida por el campo vectorial q = q (z), y un momento distribuido, definido por el
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campo vectorial m = m (z). Las componentes de q y m expresadas en el sistema de












Como consecuencia de dichas cargas externas, la viga se deforma, dando lugar a lo que se
conoce como estado deformado. En este estado, las fuerzas externas q y m se compensan
con las fuerzas internas F = F (z) y M = M (z). Estos vectores actu´an sobre la seccio´n












En estas expresiones N = N(z) es el esfuerzo axial, mientras que las componentes
Qx = Qx(z) y Qy = Qy(z) son las componentes de esfuerzo cortante en las direcciones
X e Y . La componente Mz = Mz(z) representa el momento torsor y las componentes
Mx = Mx(z) y My = My(z) representan los momentos flectores.
En el dominio de las pequen˜as deformaciones, las ecuaciones de equilibrio esta´tico se
pueden definir en el sistema de coordenadas de referencia. Si se tiene en cuenta una
porcio´n diferencial de la viga, como la mostrada en la figura 3.3, las cargas externas que







Figura 3.3: Cargas sobre elemento diferencial de la viga
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Sobre la seccio´n izquierda del elemento diferencial se considera una carga interna−F y un
momento interno −M. En la seccio´n derecha, estos cargas se modifican diferencialmente
a F + dF y M + dM, respectivamente. Las relaciones de equilibrio sera´n, por tanto:
−F + F + dF + q dz = 0⇒ dF
dz
+ q = 0 (3.3a)
−M + M + dM + dz · uZ × (F + dF) + m dz = 0⇒ dM
dz
+ uZ × F + m = 0 (3.3b)
Si se descompone la ecuacio´n 3.3a en sus componentes cartesianas, descritas en las
ecuaciones 3.1 y 3.2, se obtienen las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en cada uno de
los ejes del sistema de referencia:
dQx
dz
+ qx = 0 (3.4a)
dQy
dz
+ qy = 0 (3.4b)
dN
dz
+ qz = 0 (3.4c)
Por otra parte, descomponiendo la ecuacion 3.3b en sus componentes cartesianas, de-
scritas en las ecuaciones 3.1 y 3.2, se obtienen las ecuaciones de equilibrio de momentos
en cada uno de los ejes del sistema de referencia:
dMx
dz
−Qy +mx = 0 (3.5a)
dMy
dz
+Qx +my = 0 (3.5b)
dMz
dz
+mz = 0 (3.5c)
3.2.2 Fuerzas internas y tensiones en la viga
Considere una seccio´n transversal cualquiera de la viga, contenida en un plano paralelo al
definido por XY , como se muestra en la figura 3.4. Los esfuerzos internos anteriormente
descritos generan en esta seccio´n una tensio´n normal σz y unas tensiones cortantes τzx
y τzy.













Figura 3.4: Tensiones y esfuerzos resultantes sobre la seccio´n de la viga
La figura 3.5 muestra las tensiones en las secciones ortogonales a los ejes X e Y en



















Figura 3.5: Componentes del tensor tridimensional de tensiones
Para cumplir con el equilibrio de momentos se deben satisfacer las siguientes relaciones,
dando lugar a un tensor de tensiones σ sime´trico:
τxy = τyx τzx = τxz τzy = τyz (3.7)
Las tensiones producidas en la seccio´n de la viga deben ser esta´ticamente equivalentes
a las componentes del vector de esfuerzo interno F, como se muestra en las siguientes














Por otra parte, el momento generado por dichas tensiones debe ser esta´ticamente equiv-
alente a las componentes del vector de momento interno M que actu´a sobre la seccio´n












· (τzy · x− τzx · y) dA (3.9c)
3.2.3 Cinema´tica de la deformacio´n de la viga
Para describir la cinema´tica de la deformacio´n de la viga se hace uso de la hipo´tesis prop-
uesta por Timoshenko [89] para el ca´lculo de vigas, segu´n la cual la seccio´n transversal
de la viga perpendicular al eje Z se comporta como un so´lido r´ıgido, permaneciendo
plana e indeformable durante la deformacio´n. Mediante esta hipo´tesis, se desprecian
las contracciones en las direcciones transversales al eje producidas por el efecto Poisson.
Esta simplificacio´n permite describir completamente la posicio´n deformada de cualquier
punto de la seccio´n transversal mediante un vector que describe su traslacio´n w = w(z)
y un vector que describe su rotacio´n θ = θ(z), cuyas componentes u´nicamente dependen












Bajo el dominio de las pequen˜as deformaciones, las traslaciones wx, wy y wz de la
ecuacio´n 3.10 sera´n pequen˜as comparadas con la longitud de la viga l. Adema´s, las
rotaciones θx, θy y θz tambie´n sera´n pequen˜as y por lo tanto se podra´ asumir que
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sin θ ' tan θ ' θ, donde θ representa cualquiera de las rotaciones de la seccio´n













Figura 3.6: Componentes de deformacio´n
El desplazamiento u = u(x, y, z) de un punto material cualquiera de la seccio´n transver-
sal de la viga se podra´ expresar como la suma del movimiento de traslacio´n (w) y de
rotacio´n (θ) de la seccio´n:
ux(x, y, z) = wx(z)− y · θz(z) (3.11a)
uy(x, y, z) = wy(z) + x · θz(z) (3.11b)
uz(x, y, z) = wz(z)− x · θy(z) + y · θx(z) (3.11c)
Las deformaciones de la viga en un punto dado se podra´n expresar a partir de los
desplazamientos mediante las siguientes ecuaciones:






































Como consecuencia de la hipo´tesis de que las secciones planas permanecen planas en
el estado deformado de la viga, se puede observar en la ecuacion 3.12 que γzx es inde-
pendiente de la coordenada x, y por lo tanto la tensio´n cortante τzx sera´ constante a lo
largo de la seccio´n transversal, llevando a valores de τzx distintos de cero en las partes
superiores e inferiores de la seccio´n, como se muestra en la figura 3.7a. Sin embargo, si
la superficie cil´ındrica esta´ libre de tracciones superficiales, entonces la tensio´n τxz debe
ser nula en las aristas, llevando a una situacio´n que contradice las igualdades impuestas


















Figura 3.7: Tensiones cortantes en la viga deformada: (a) deformacio´n en la teor´ıa
de vigas y (b) deformacio´n real
Sin embargo, se sabe que en realidad las igualdades descritas en la ecuacio´n 3.7 se
cumplen. Por tanto se cumplira´ que en las partes superiores e inferiores de la seccio´n la
tensio´n τzx es nula, y por tanto la deformacio´n γzx sera´ nula tambie´n. Esto indica que la
seccio´n transversal forma un a´ngulo recto con la superficie cil´ındrica, como se muestra
en la figura 3.7b. Este sera´ un efecto a tener en cuenta cuando se utilice la teor´ıa de
vigas bajo las hipo´tesis de Timoshenko.
La diferencia entre la teor´ıa de vigas de Timoshenko y la de Euler-Bernoulli reside en que
la segunda incluye restricciones adicionales en el movimiento de las secciones transver-
sales de la viga. Adema´s de considerar que e´stas permanecen planas e indeformables
en el estado deformado de la viga, se asume que permanecen perpendiculares a su eje
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neutro. De esta manera, la rotacio´n de la seccio´n transversal esta´ estrictamente rela-
cionada con la curvatura de la viga en el estado deformado, despreciando la deformacio´n
producida por los esfuerzos cortantes. Por este motivo, las hipo´tesis de Euler-Bernoulli
u´nicamente son aplicables cuando las deformaciones cortantes de la viga son pequen˜as
comparadas con las deformaciones por flexio´n, como ocurre en vigas esbeltas.
En este trabajo se favorece el uso de la teor´ıa de vigas basada en las hipo´tesis de Tim-
oshenko, pues sus asunciones hacen que sea aplicable tanto para vigas esbeltas, en las
que la deformacio´n por cortante es despreciable en comparacio´n con la deformacio´n por
flexio´n, como en vigas cortas, en las que la deformacio´n por cortante puede tener especial
importancia.
3.2.4 Relaciones constitutivas de una viga ela´stica
Las deformaciones de la viga se relacionan con las tensiones que las producen a trave´s
de la ley de Hooke. Considerando que los mo´dulos de elasticidad y de cizalladura se
denotan por E y G, respectivamente, la tensio´n normal σz y las tensiones cortantes τzx
y τzy producidas en la seccio´n de la viga se podra´n expresar como:






























Considerando la ecuacion 3.8 se pueden obtener las componentes del vector de esfuerzos





































Considerando las ecuaciones 3.9 se pueden obtener las componentes del vector de mo-
mentos internos M a partir de las tensiones en la seccio´n de la viga, obtenidas en la
ecuacio´n 3.13:











































A continuacio´n se describen algunas de las variables que aparecen en las ecuaciones 3.14
y 3.15. Puesto que la seccio´n transversal de la viga considerada es circular, se pueden
realizar algunas simplificaciones adicionales, tambie´n mencionadas a continuacio´n:








• Ax y Ay son las a´reas a cortante de la viga. Como se ha visto anteriormente, la
teor´ıa de vigas asume una variacio´n constante en las tensiones cortantes producidas
por la flexio´n de la viga, cuando realmente esta variacio´n es, al menos, cuadra´tica.
La asuncio´n de una variacio´n constante supone una sobreestimacio´n de la rigidez
de la viga frente a deformaciones cortantes, que se compensa mediante el factor de
reduccio´n de a´rea (k).
Ac = Ax = Ay = k · pi
4
· d2 (3.17)
Como explica Dong [99], la determinacio´n de la magnitud del factor de reduccio´n
de a´rea ha sido un campo extensamente investigado en la literatura, y a pesar de
ello, no hay un acuerdo general sobre que´ valores resultan ma´s apropiados para
este factor. No obstante, para vigas de seccio´n transversal circular es comu´nmente
aceptada la utilizacio´n de una magnitud de k = 0.89, segu´n propuso Cowper [100].
• Sx y Sy son los momentos esta´ticos de la seccio´n transversal respecto a los ejes X








x dA = 0 (3.18b)
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• Ixx y Iyy son los momentos de inercia de la seccio´n transversal de la viga, y Ixy
es el producto de inercia de esta misma seccio´n. El producto de inercia de una
seccio´n circular es nulo.










x · y dA = 0 (3.19b)




En base a estas consideraciones, la ecuacio´n 3.14 que relaciona la magnitud de las cargas
internas en la seccio´n transversal de la viga con sus deformaciones se reescribe, dando
lugar a la siguiente expresio´n:














N = E ·A · dwz
dz
(3.20c)
La ecuacio´n 3.15 que relaciona los momentos internos en la seccio´n transversal de la viga
con sus rotaciones tambie´n se puede reescribir, dando lugar a la siguiente expresio´n:
Mx = E · I dθx
dz
(3.21a)
My = E · I dθy
dz
(3.21b)
Mz = G · Io dθz
dz
(3.21c)
3.2.5 Ecuaciones diferenciales que gobiernan la deformacio´n de la viga
bajo carga
A partir de la ecuacio´n 3.4c y considerando la ecuacio´n 3.20c se puede definir la ecuacio´n








+ qz = 0 (3.22)
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A partir de las ecuaciones 3.4a y 3.5b, y considerando las ecuaciones 3.20a y 3.21b, se
puede definir el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna el comportamiento de
























+ qx = 0 (3.23b)
A partir de las ecuaciones 3.4b y 3.5a, y considerando las ecuaciones 3.20b y 3.21a, se
puede definir el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna el comportamiento de
























+ qy = 0 (3.24b)
Por u´ltimo, a partir de la ecuacio´n 3.5c y considerando la ecuacio´n 3.21c se puede definir









+mz = 0 (3.25)
En las ecuaciones 3.22, 3.23, 3.24 y 3.25, el a´rea de la seccio´n transversal (A), el a´rea de
la seccio´n transversal a cortante (Ac), el momento de inercia (I) y el momento polar de
inercia (Io) son variables que dependen de la posicio´n z.
3.3 Modelo anal´ıtico SHAFT1 para el ca´lculo de la defor-
macio´n de ejes de engranajes
En este apartado se presenta el modelo SHAFT1, que permitira´ realizar el ca´lculo de
la deformacio´n bajo carga de un eje de engranaje. En este modelo, basado en el modelo
f´ısico de la figura 1.13, la geometr´ıa del conjunto formado por el eje y el engranaje se
aproxima mediante tres tramos cil´ındricos conce´ntricos, como se muestra en la figura 3.8.
Los cil´ındros exteriores, de longitud l1 y l2, simulan la geometr´ıa de un eje circular de
dia´metro dsh. Por otra parte, el engranaje se simula mediante un cil´ındro cuyo dia´metro
coincide con el dia´metro primitivo del engranaje (d), y su longitud con su ancho de cara
(b).











Figura 3.8: Modelizacio´n del eje de la transmisio´n como una viga y divisio´n en
segmentos
La deformacio´n bajo carga de este conjunto se puede estudiar mediante la teor´ıa de vigas
de Timoshenko, utilizando las ecuaciones diferenciales presentadas en el apartado 3.2.5.
A tal efecto, el conjunto formado por los tres cilindros se simula mediante una viga que
se extiende desde el punto A hasta el punto B, cuyo mo´dulo de elasticidad (E) y mo´dulo
de cizalladura (G) son constantes en toda su longitud.
Segu´n describe Wilson [96], cuando se desea conocer la deformacio´n en diversos puntos
de una viga, es aconsejable utilizar el me´todo de la integracio´n sucesiva de las ecuaciones
que gobiernan esta deformacio´n. Sin embargo, la presencia del engranaje sobre el eje
hace que se produzca una discontinuidad en las propiedades de la seccio´n transversal de
la viga, que dificulta la aplicacio´n de este me´todo. La aparicio´n de discontinuidades en
la seccio´n transversal de una viga se ha tratado de formas distintas en la literatura [86–
88, 101–105]. Entre estos me´todos, en este trabajo se utilizara´ el conocido me´todo de los
segmentos, tal y como lo describe Rencis [105]. Este me´todo consiste en los siguientes
pasos:
1. La viga AB mediante la cual se modeliza el comportamiento del eje se divide en
tres segmentos de seccio´n transversal constante (AC,CD,DB), como se ilustra en
la figura 3.8.
2. Para cada uno de los nuevos segmentos de seccio´n constante se plantean las ecua-
ciones diferenciales que gobiernan el comportamiento de la viga bajo carga, de-
scritas en el apartado 3.2.5. Las propiedades de la seccio´n transversal de cada
segmento se determinan a partir del dia´metro considerado para dicha seccio´n.
3. Se especifican las cargas externas que actu´an sobre cada segmento considerado.
En general, las cargas derivadas del contacto entre engranajes se aplican sobre
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el segmento 2, mediante el cual se simula el comportamiento del engranaje. No
obstante, es posible incluir cargas externas en otras localizaciones del eje. Para
la especificacio´n de las funciones que describen las cargas externas se utilizan
funciones de discontinuidad, descritas en el apartado 3.5.
4. Como resultado de la integracio´n sucesiva de las ecuaciones que gobiernan el com-
portamiento de la viga bajo carga, aparecera´ un conjunto de constantes de inte-
gracio´n, cuyo valor es necesario determinar para calcular la deformacio´n de la viga.
El valor de estas constantes de integracio´n se puede determinar considerando las
condiciones de contorno y condiciones de continuidad entre segmentos. Las condi-
ciones de contorno se establecen en los puntos A y B, y habitualmente se referira´n
a un apoyo o a un empotramiento. Las condiciones de continuidad se establecen
en los puntos C y D.
5. Una vez obtenidas las constantes de integracio´n, se puede obtener la posicio´n
deformada de cualquier punto perteneciente a la viga.
Las cargas consideradas en el modelo pueden tener distintas procedencias. Por una
parte, se pueden derivar a partir de la propia geometr´ıa de los dientes de engranaje y de
las condiciones de carga de la transmisio´n, tal como se expone en las principales gu´ıas de
disen˜o de ma´quinas [4, 13, 14] o en la literatura espec´ıfica de engranajes [1, 2, 61]. Por
otra parte, pueden provenir de modelos de contacto entre dientes de engranaje, como el
descrito en el apartado 6.6, o de modelos para el ca´lculo de la distribucio´n de la carga,
como el descrito en el apartado 5.5.
La desalineacio´n que se produce entre engranajes debido a la deformacio´n bajo carga de
los ejes se puede determinar considerando la posicio´n deformada de los puntos C y D
de los ejes del pin˜o´n y de la rueda, como se muestra en el apartado 4.8.5
3.4 Modelo anal´ıtico SHAFT2 para el ca´lculo de la defor-
macio´n de ejes de engranajes
En la seccio´n anterior se ha presentado el modelo SHAFT1 siguiendo la teor´ıa de
Timoshenko. La hipo´tesis fundamental de esta teor´ıa de vigas es que las secciones
transversales de la viga permanecen planas e indeformables tras la deformacio´n. Sin
embargo, esta hipo´tesis no es del todo satisfactoria cuando se consideran ejes escalonados,
en los que se producen cambios bruscos de la seccio´n transversal. Realmente, en las
proximidades de las variaciones abruptas de seccio´n, que aparecen en los escalones,
la asuncio´n de que las secciones transversales de la viga permanecen planas tras la
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deformacio´n puede estar lejos de la realidad. Puede verse que, de hecho, la rigidez de
la viga en la proximidad del escalo´n, en el tramo con seccio´n mayor, es menor de lo que
se asume en la realidad, ya que una parte de la seccio´n no esta´ realmente oponie´ndose
a la flexio´n.
En el desarrollo del modelo SHAFT1 se han despreciado los efectos que aparecen debido
a los cambios de seccio´n. E´sta puede ser una aproximacio´n va´lida cuando las longitudes
de los tramos son grandes comparadas con las diferencias de dia´metros en los escalones,
puesto que los efectos locales en el escalo´n no influyen en el conjunto, pero puede ser
una mala aproximacio´n cuando dicha condicio´n no se da. Una mejora en el modelo
SHAFT1 puede conseguirse introduciendo cambios en el modelo que tengan en cuenta
dicha disminucio´n de rigidez en los escalones.
En el modelo que se presenta a continuacio´n, denominado SHAFT2, se intenta tener
en cuenta dicha disminucio´n de rigidez mediante la consideracio´n de un dia´metro equiv-
alente (deq) de seccio´n variable diferente del real, en las proximidades de los cambios
abruptos de seccio´n. Este dia´metro equivalente tan so´lo se tendra´ en cuenta para el
ca´lculo del momento de inercia (I), pero no para el ca´lculo del a´rea resistente a cortante
(Ac). La disminucio´n de rigidez se consigue en el modelo al considerar que el dia´metro
equivalente var´ıa linealmente en lugar de hacerlo de forma abrupta. De esta forma, si
se estudia un eje escalonado de seccio´n circular como el mostrado en la figura 3.9, que
tiene un tramo intermedio de dia´metro d y longitud b en un eje de dia´metro constante
de valor dsh, siendo d > dsh, se considerara´ que el dia´metro equivalente, para el ca´lculo











Figura 3.9: Eje de seccio´n circular escalonado
En el caso de que se cumpla que (d−dsh) > m · b/2, el valor del dia´metro equivalente no
alcanzara´ el valor del dia´metro d, si no que su valor ma´ximo sera´ dsh +m · b/2. De esta
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dsh si z < z0
min (dsh +m(z − z0), d) si z0 < z < z0 +W/2
min (dsh +m(z1 − z), d) si z0 +W/2 < z < z1
dsh si z > z1
, (3.26)
En la ecuacio´n 3.26, z es la coordenada longitudinal del eje, y z0 y z1 coinciden con la
posicio´n de los cambios bruscos de seccio´n. Con este valor del dia´metro equivalente se





Puede decirse de otra forma que, u´nicamente con lo que respecta al ca´lculo del mo-
mento de inercia de la seccio´n, en vez de considerar una salto abrupto entre dos tramos
cil´ındricos de diferente dia´metro, se considera un tramo co´nico de transicio´n, de tal modo
que el valor del dia´metro es continuo a lo largo del eje, disminuyendo la rigidez teo´rica.
Esto puede verse gra´ficamente en la figura 3.10. De esta forma, el modelo queda definido
por el valor del semia´ngulo del tramo co´nico de transicio´n (φ), directamente relacionado
con la pendiente m definida en 3.26, cumplie´ndose que m = 2 · tan(φ).
La utilidad pra´ctica de este modelo se basa en la suposicio´n de que para un amplio
espacio de trabajo existe un valor del a´ngulo φ (u´nico para´metro del modelo SHAFT2)
que permite una mejora general de resultados a la hora de calcular las deflexiones del
eje con respecto al modelo SHAFT1.
Para la obtencio´n del modelo SHAFT2 se considera el desarrollo de la teor´ıa de vigas
de Timoshenko expuesto en apartado 3.2, pero por simplicidad se asumen u´nicamente
cargas de fuerza cortante en la direccio´n X, qx(z). De esta forma, considerando la














Por otra parte, sustituyendo el primer te´rmino de la relacio´n 3.29




Figura 3.10: Dia´metros del eje de engranaje: (a) dimensiones reales del eje escalon-

























Para una carga dada qx(z) de variacio´n lineal, y un momento de inercia dado por
la expresio´n 3.26, el sistema formado por las ecuaciones 3.30 y 3.28 puede resolverse
anal´ıticamente. Entonces, siguiendo un procedimiento ana´logo al presentado para el
modelo SHAFT1 en el apartado 3.3, se puede obtener la deflexio´n de la viga wx(z)
teniendo en cuenta las condiciones de contorno y de continuidad entre tramos de la viga.
3.4.1 Obtencio´n del valor o´ptimo del a´ngulo φ
Para comprobar la hipo´tesis de que puede obtenerse un valor del a´ngulo φ va´lido para
un amplio rango de variables de disen˜o de ejes escalonados se han estudiado 30 casos
diferentes del modelo representado por la figura 3.11. Se trata de un eje sime´trico
simplemente apoyado en sus extremos, con dos tramos exteriores de seccio´n circular







Figura 3.11: Para´metros definitorios de los casos analizados.
constante de dia´metro dsh y un tramo central de seccio´n circular constante de dia´metro
d, siendo d > dsh. Se considera una carga uniformemente distribuida en su tramo central.
Los 30 casos se han obtenido variando la relacio´n entre d/dsh y b/L manteniendo el valor
de la longitud total del eje L = 200mm, el dia´metro de los tramos extremos de menor
dia´metro dsh = 50mm, y el valor total la carga uniformemente distribuida, F = 140 kN .
La tabla 3.1 recoge los datos de b y d para cada uno de los 30 casos analizados siguiendo
el modelo SHAFT2.
En un primer paso, se ha estimado para cada caso analizado el valor o´ptimo del a´ngulo
φ que mejor se ajusta a los datos de referencia que se obtienen de analizar el mismo eje
con un modelo de elementos finitos tridimensional. Dicho modelo de elementos finitos
se describe en el apartado 3.4.3. El modelo de elemento finitos esta´ generado de tal
forma que se pueden obtener los valores de la deflexio´n sobre el eje en una serie discreta
de puntos zi. Se considera que el valor o´ptimo del a´ngulo φ es aquel que minimiza el
error cuadra´tico medio (ECM), entendido e´ste como la diferencia entre los valores de
deflexio´n wSHAFT2(zi) obtenidos en los puntos de coordenadas zi por la aplicacio´n del
modelo SHAFT2, y los valores en estos mismos puntos zi obtenidos con el ana´lisis del
modelo de elementos finitos wFEM (zi). De esta forma se intenta minimizar el valor






[wFEM (zi)− wSHAFT2(zi)]2 . (3.31)
En la tabla 3.1 se recogen los valores del a´ngulo φ calculado para cada caso analizado
junto con los valores del ECM. Puede observarse la proximidad entre los valores del
a´ngulo φ o´ptimo, variando entre un valor mı´nimo de 37.2o y un valor ma´ximo de 42.9o,
con un valor medio de 40.0o.
En la figura 3.17 se recogen, a modo de ejemplo, los resultados obtenidos en tres de los
casos analizados. En concreto, son los casos con menor ECM (caso 1), con mayor ECM
(caso 13), y con un valor intermedio de ECM (caso 28). En la figura se representan los
valores de deflexio´n obtenidos con el ana´lisis por elementos finitos (FEM), mediante el
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Tabla 3.1: Dimensiones y resultados para los casos analizados segu´n SHAFT2
Caso d (mm) b (mm) A´ngulo (o) EMC (µm2)
1 75 25 40.5 0.196
2 100 25 41.6 0.441
3 125 25 41.7 0.609
4 150 25 41.6 0.705
5 175 25 41.5 0.765
6 200 25 41.5 0.804
7 75 50 37.2 0.673
8 100 50 37.6 0.280
9 125 50 37.8 0.289
10 150 50 37.8 0.398
11 175 50 37.8 0.487
12 200 50 37.8 0.559
13 75 75 39.4 1.275
14 100 75 38.2 0.851
15 125 75 38.7 0.578
16 150 75 38.7 0.385
17 175 75 38.6 0.330
18 200 75 38.6 0.325
19 75 100 42.8 1.174
20 100 100 39.8 0.773
21 125 100 39.9 0.665
22 150 100 40.0 0.606
23 175 100 40.0 0.526
24 200 100 39.9 0.492
25 75 125 42.9 0.868
26 100 125 41.8 0.502
27 125 125 41.3 0.519
28 150 125 41.3 0.594
29 175 125 41.3 0.670
30 200 125 41.2 0.727
modelo SHAFT2, y mediante el modelo SHAFT1. Esto permite comprobar la mejora
que se obtiene utilizando SHAFT2 frente a la utilizacio´n de SHAFT1.
Como se ha indicado, la utilidad del modelo SHAFT2, so´lo tiene sentido si puede uti-
lizarse un u´nico valor del a´ngulo φ para un amplio espacio de disen˜o. De este modo,
se propone utilizar el valor de φ = 40o para todos los casos de ejes escalonados. Como
muestra de los resultados que se obtienen de esta forma, la figura 3.18 muestra los val-
ores de 3 casos analizados utilizando como para´metro del modelo SHAFT2 el valor de
φ = 40o. Al igual que antes se representan los casos con valores con menor ECM
(caso 7), con mayor ECM (caso 22), y un valor intermedio de ECM (caso 2). De esta
forma, se puede observar que los resultados siguen ofreciendo una buena aproximacio´n
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Figura 3.12: Caso con carga distribuida lineal
a los resultados obtenidos mediante el ana´lisis por elementos finitos, y una mejora sus-
tancial con respecto al modelo SHAFT1.
3.4.2 Comprobacio´n del modelo SHAFT2 en casos alternativos
A modo de validacio´n de la propuesta del modelo SHAFT2, se han estudiado 3 nuevos
casos no utilizados en la obtencio´n del a´ngulo φ o´ptimo. El primer caso, cuyos datos
se recogen en la figura 3.12, consiste en un eje con un u´nico tramo escalonado pero con
una carga distribuida de variacio´n lineal en vez de una carga de distribucio´n uniforme.
La carga total aplicada sigue siendo de 140 kN . Los resultados de la deflexio´n obtenida
utilizando el modelo SHAFT2 con el a´ngulo φ = 40o se recogen en la figura 3.13.











FEM SHAFT 2 SHAFT 1
Figura 3.13: Resultados de deformacio´n para el caso de eje escalonado con carga
distribuida lineal
Los dos otros casos estudiados consisten en un eje con dos tramos escalonados, pero
con diferente tipo de carga. En el primero de estos dos casos, se consideran dos cargas
uniformes en el mismo sentido sobre los tramos escalonados, ver figura 3.14a. En el otro
caso, las cargas distribuidas tienen sentidos opuestos, ver figura 3.14b. Los resultados
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(a) Caso combinado 1
(b) Caso combinado 2
Figura 3.14: Casos combinados
de la deflexio´n del eje que se obtiene de aplicar el modelo SHAFT2 con un valor del
a´ngulo φ = 40.0o quedan recogidos en la figura 3.15. Al igual que en los anteriores
casos, se representan tambie´n los valores obtenidos mediante el modelo de referencia de
elementos finitos y mediante el modelo SHAFT1. Como puede apreciarse, se consigue
una buena aproximacio´n de los resultados obtenidos con modelo SHAFT2 al valor
obtenido mediante el ana´lisis por elementos finitos. Tambie´n se pone de manifiesto la
mejora que se obtiene con respecto al me´todo SHAFT1.
3.4.3 Modelo de elementos finitos
Como modelo para la obtencio´n de resultados de referencia, se ha generado un modelo
tridimensional de elementos finitos para cada una de las geometr´ıas de eje escalonado
investigadas. Los pasos seguidos para la generacio´n de cada uno de los modelos se
describen a continuacio´n:
(i) Se genera un modelo computacional tridimensional del eje escalonado investigado.
La geometr´ıa de dicho eje consta de tres tramos cil´ındricos conce´ntricos, como se
muestra en la figura 3.16, caracterizados por los para´metros dsh, d, L y b. Los
tramos cil´ındricos de menor dia´metro poseen la misma longitud.
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(a) Caso combinado 1











(b) Caso combinado 2
FEM SHAFT 2 SHAFT 1
Figura 3.15: Resultados de deformacio´n para los ejes con dos escalones
(ii) El modelo computacional generado se discretiza en elementos finitos tetrae´dricos
de segundo orden utilizando un algoritmo gene´rico de mallado. El taman˜o carac-
ter´ıstico de estos elementos viene definido por la longitud media de sus aristas, que
en este caso se han especificado de 3 mm. Se han incluido restricciones de mallado
para que parte de los nodos este´n contenidos en la l´ınea neutra del eje.
(iii) Se definen sendas superficies r´ıgidas en los extremos del eje. Los movimientos de
estas superficies, que contienen a todos los nodos contenidos en dicha seccio´n, se
acoplan a los movimientos de los nodos de referencia A y B. Estos nodos esta´n
situados en el punto de interseccio´n entre la l´ınea neutra del eje y las superficies
r´ıgidas.
(iv) Las condiciones de contorno se aplican directamente en los nodos de referencia.
En el nodo de referencia A se restringen todos las movimientos de traslacio´n,
mientras que en el nodo de referencia B se restringen u´nicamente los movimientos
de traslacio´n en las direcciones perpendiculares al eje. Adicionalmente y con el
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fin de garantizar la convergencia del problema de elementos finitos, se restringe la
rotacio´n en la direccio´n del eje de la superficie r´ıgida asociada al nodo de referencia
A.























Figura 3.16: Modelo tridimensional de un eje escalonado
El modelo de elementos finitos generado se analiza utilizando el programa comercial
Abaqus. Como resultado, se obtienen los desplazamientos de los nodos del modelo
coincidentes con la l´ınea neutra del eje.
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(a) Caso 1, d = 75 mm, b = 25 mm











(b) Caso 28, d = 150 mm, b = 125 mm











(c) Caso 13, d = 175 mm, b = 50 mm
FEM SHAFT 2 SHAFT 1
Figura 3.17: Deflexio´n segu´n FEM, SHAFT1 y SHAFT2 para (a) caso 1, (b) caso 22
y (c) caso 13 optimizados indivualmente
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(a) Caso 7, d = 75 mm, b = 50 mm












(b) Caso 2, d = 100 mm, b = 25 mm












(c) Caso 22, d = 150 mm, b = 100 mm
FEM SHAFT 1 SHAFT 2
Figura 3.18: Deflexio´n segu´n FEM, SHAFT1 y SHAFT2 con a´ngulo φ = 40.0
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3.5 Funciones generalizadas para el ca´lculo de la defor-
macio´n de vigas
Considere que sobre la viga mostrada en la figura 3.2 actu´an una serie de cargas externas
que se pueden expresar matema´ticamente mediante funciones que son continuas a lo
largo de toda la longitud de la viga. En ese caso, la determinacio´n de las constantes de
integracio´n que aparecen durante la integracio´n sucesiva de las ecuaciones diferenciales
que gobiernan el comportamiento de la viga bajo carga se puede realizar considerando
u´nicamente las condiciones de contorno de la viga.
En cambio, cuando la funcio´n que describe la carga que actu´a sobre la viga es discon-
tinua (por ejemplo, debido a la presencia de cargas puntuales), la solucio´n tradicional
consiste en considerar las ecuaciones de comportamiento de la viga para cada segmento
de la misma en el que la carga sea continua. Consecuentemente, por cada nuevo seg-
mento considerado, aparecera´n nuevas constantes de integracio´n, que para ser deter-
minadas requerira´n de condiciones de continuidad entre tramos adyacentes, adema´s de
las condiciones de contorno. Por lo tanto, si la funcio´n de carga cuenta con muchas
discontinuidades, aparecera´n un nu´mero elevado de constantes de integracio´n que sera´
necesario determinar, resultando en un me´todo poco apropiado desde un punto de vista
pra´ctico.
El me´todo de Macaulay [106] es un me´todo alternativo que permite evitar la aparicio´n
de nuevas constantes de integracio´n cuando la carga es discontinua. Este me´todo uti-
liza funciones generalizadas para considerar distribuciones de carga discontinuas como si
fuesen continuas. Esto implica que, para un tramo de viga homoge´neo con cualquier dis-
tribucio´n de carga aplicada (continua o discontinua), la deformacio´n de la viga se puede
determinar u´nicamente teniendo en cuenta las condiciones de contorno de la misma. Por
este motivo, este me´todo ha sido a´mpliamente utilizado en el ana´lisis de la deformacio´n
de vigas con cargas discontinuas [107–110] para realizar las integraciones sucesivas de
las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento de la viga.
Una de las funciones generalizadas ma´s conocida es la delta de Dirac [111], expuesta
en el apartado 3.5.1. El resto de funciones generalizadas utilizadas en el me´todo de
Macaulay son las integrales y derivadas generalizadas de dicha funcio´n, y se exponen en
el apartado 3.5.2.
Otros autores [86–88, 102–104] tambie´n hacen uso de estas funciones para considerar
discontinuidades en las propiedades de la seccio´n transversal de la viga, y de esta manera
analizar ejes escalonados. No obstante, en este trabajo u´nicamente se hara´ uso del
me´todo de Macaulay para la especificacio´n de las cargas externas, pues los cambios en
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las propiedades de la seccio´n transversal de la viga se abordan mediante el me´todo de
los segmentos.
3.5.1 Funcio´n de impulso unitario o delta de Dirac
La funcio´n de impulso unitario o delta de Dirac es una funcio´n que tiene un valor nulo
en todo su dominio excepto en el punto de singularidad descrito por z = a, donde su
valor es infinito. En te´rminos generales, se define mediante la siguiente expresio´n:
〈z − a〉−1 =
 0 si z 6= a+∞ si z = a (3.32)
En esta expresio´n, z es la variable independiente y a es el valor de z en el que la
funcio´n posee valor infinito. Los corchetes son el s´ımbolo matema´tico que representa
una funcio´n discontinua, e indican que la funcio´n tiene un valor nulo en todo el dominio
excepto cuando z = a, donde su valor es infinito.
Esta funcio´n cumple con dos propiedades importantes, que se sen˜alan a continuacio´n:
∫ ∞
−∞
〈z − a〉−1dz = 1 (3.33a)∫ ∞
−∞
〈z − a〉−1 · f(z) dz = f(a) (3.33b)
La funcio´n delta de Dirac no es continua ni derivable en z = a. Sin embargo, s´ı se puede
integrar, dando lugar a la primera funcio´n de Macaulay, 〈z−a〉0, descrita a continuacio´n.
3.5.2 Funciones de generalizadas o funciones de Macaulay
Las funciones de Macaulay [106] se utilizan para representar funciones discontinuas, que
tienen un valor nulo cuando z < a, pero tienen un valor definido cuando z ≥ a. Estas
funciones son las integrales generalizadas de la funcio´n delta de Dirac. En te´rminos
generales, se pueden definir mediante la siguiente expresio´n:
〈z − a〉n =
 0 si z < a(z − a)n si z ≥ a (3.34)
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En esta expresio´n, z es la variable independiente y a es el valor de la coordenada z en
el que la funcio´n deja de tener valor nulo. Los corchetes son el s´ımbolo matema´tico que
representa una funcio´n discontinua, e indican que la funcio´n tiene un valor nulo cuando
z es menor o igual que a, y un valor igual a x− a cuando x es mayor o igual que a.
La ecuacio´n 3.34 es va´lida para todos los valores de n positivos. No obstante, cuando
n = 0, dicha expresio´n se modifica:
〈z − a〉0 =
 0 si z ≤ a1 si z ≥ a (3.35)
Esta funcio´n consiste en un escalo´n vertical en el punto de discontinuidad z = a, y por
lo tanto, z = a tiene dos valores: cero y uno.
Las funciones de Macaulay se pueden integrar y derivar. La regla general para integrar
dichas funciones se muestra a continuacio´n:
∫ z
−∞
〈z − a〉n dz = 〈z − a〉
n+1
n+ 1
para n = 0, ..,+∞ (3.36)
En el apartado siguiente se muestran algunos ejemplos de la aplicacio´n del me´todo de
Macaulay para la aplicacio´n de cargas en vigas.
3.5.3 Aplicacio´n de cargas en vigas utilizando funciones de Macaulay
Las funciones de Macaulay expuestas anteriormente resultan apropiadas para representar
cargas externas que actu´an sobre vigas, tales como pares de fuerzas, fuerzas puntuales
o fuerzas distribuidas. U´nicamente es necesario multiplicar el valor de la funcio´n por la
intensidad de carga considerada, para obtener la representacio´n matema´tica de la carga.
A continuacio´n se expone la aplicacio´n de las funciones de discontinuidad para definir
algunos de los tipos de carga que aparecen a menudo en el ca´lculo de vigas:
• Momento puntual de magnitud M0 aplicado en el punto a (figura 3.19a).
m(z) = M0 · 〈z − a〉−1 (3.37)
• Carga puntual de magnitud P aplicada en el punto a (figura 3.19b).
q(z) = P · 〈z − a〉−1 (3.38)
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• Carga distribuida uniforme con intensidad ma´xima q0, punto de inicio a1 y punto
de fin a2 (figura 3.19c).
q(z) = q0 · 〈z − a1〉0 − q0 · 〈z − a2〉0 (3.39)
• Carga distribuida con crecimiento lineal de intensidad ma´xima q0, punto de inicio




· 〈z − a1〉1 − q0
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Figura 3.19: Cargas ma´s comunes en vigas
Dichas funciones de carga se pueden superponer. De esta forma, la funcio´n que consid-
erar´ıa dos cargas puntuales de magnitud P y Q aplicadas sobre dos puntos distintos de
la viga a1 y a2, respectivamente, se expresar´ıa como:
q(z) = P · 〈z − a1〉−1 +Q · 〈z − a2〉−1 (3.41)
3.6 Conclusiones
En este cap´ıtulo se han descrito dos modelos que permiten calcular de forma anal´ıtica la
deformacio´n de un eje de engranaje sometido a cargas externas, denominados SHAFT1
y SHAFT2. Estos modelos se basan en la utilizacio´n de la teor´ıa cla´sica de vigas,
formulada bajo las hipo´tesis de Timoshenko. Para unas cargas externas dadas, estos
modelos permitira´n determinar la deformacio´n que producen sobre un eje de engranaje.
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En la primera parte del cap´ıtulo se ha descrito la teor´ıa de vigas de Timoshenko, y se
han obtenido las ecuaciones diferenciales que gobiernan la deformacio´n de una viga bajo
carga. La hipo´tesis fundamental de esta teor´ıa es que las secciones transversales de la
viga permanecen planas durante su deformacio´n. A diferencia de la teor´ıa de vigas de
Euler-Bernoulli, la teor´ıa de Timoshenko permite tener en cuenta las deformaciones que
se producen debido a los esfuerzos cortantes. Estas deformaciones pueden tener cierta
relevancia en vigas de baja esbeltez. Por este motivo, es recomendable utilizar la teor´ıa
de Timoshenko cuando se desea determinar la deformacio´n de un eje de engranaje, cuya
esbeltez es habitualmente baja.
A continuacio´n se ha descrito el modelo de ca´lculo SHAFT1. En este modelo, la ge-
ometr´ıa del conjunto formado por un engranaje montado sobre un eje se ha aproximado
mediante tres tramos cil´ındricos conce´ntricos y consecutivos. Los dos tramos cil´ındricos
exteriores poseen el dia´metro del eje (dsh), mientras que el tramo cil´ındrico central posee
el dia´metro primitivo del engranaje (d), que sera´ mayor que el del eje (d > dsh).
La deformacio´n bajo carga de estos tres tramos cil´ındricos se ha estudiado bajo la teor´ıa
de vigas de Timoshenko. Para cada uno de estos tramos, se han planteado las ecuaciones
diferenciales que gobiernan su deformacio´n. La deformacio´n del conjunto se ha determi-
nado mediante la integracio´n sucesiva de las ecuaciones diferenciales, considerando las
condiciones de contorno y las condiciones de continuidad entre tramos.
No obstante, el modelo SHAFT1 tiene algunos puntos de´biles que es necesario superar
si se quiere obtener un buen grado de precisio´n en el ca´lculo de la deformacio´n del eje.
Estos puntos de´biles esta´n relacionados con el cambio brusco de la seccio´n transversal
que se produce como consecuencia de la consideracio´n del engranaje montado sobre el
eje. En las zonas donde se produce este cambio brusco, la hipo´tesis de que las secciones
transversales del eje permanecen planas durante su deformacio´n puede estar lejos de la
realidad. Se puede observar que en las proximidades del cambio brusco de seccio´n, la
rigidez del tramo de mayor dia´metro es menor de lo que se asume en el modelo SHAFT1,
ya que parte de la seccio´n no se opone a la flexio´n.
El objetivo del modelo SHAFT2 ha sido tener en cuenta este efecto de disminucio´n
de la rigidez. En este modelo, cuya aplicacio´n es similar a la del modelo SHAFT1, a
la hora de calcular el momento de inercia de la seccio´n transversal del eje, en lugar de
considerar un salto abrupto entre dos tramos cil´ındricos de diferente dia´metro, se ha
considerado un tramo co´nico de transicio´n. El u´nico para´metro que incorpora el modelo
SHAFT2 con respecto al modelo SHAFT1 es el a´ngulo que hay entre la generatriz de
estos tramos co´nicos y sus ejes de revolucio´n (φ).
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La determinacio´n del valor o´ptimo generalizado del a´ngulo φ, que se incorporara´ al
modelo, se ha realizado considerando 30 casos de disen˜o distintos de un eje formado por
tres tramos cil´ındricos. El eje se ha considerado biapoyado, y con una carga uniforme
aplicada en su porcio´n central. Para cada caso de disen˜o:
(i) Se ha generado un modelo de elementos finitos, que se ha analizado bajo las condi-
ciones de contorno requeridas, y que ha permitido obtener los desplazamientos que
se producen en la l´ınea neutra del eje.
(ii) Se ha planteado el modelo SHAFT2 para la simulacio´n del caso considerado.
(iii) Se ha buscado el valor o´ptimo del a´ngulo φ, considera´ndose este como aquel
que minimiza el error cuadra´tico medio entre los desplazamientos calculados por
el modelo de elementos finitos y los desplazamientos calculados por el modelo
SHAFT2.
Como resultado de estos ana´lisis, se ha obtenido un conjunto de valores o´ptimos de
φ, cuyo valor mı´nimo ha sido de 37.2o y el valor ma´ximo de 42.9o. Se ha decidido
entonces definir el valor o´ptimo de φ como el valor medio obtenido de los distintos casos
estudiados, obteniendo un valor de φ = 40o.
El funcionamiento de los modelos SHAFT1 y SHAFT2 (considerando φ = 40o) se ha
ilustrado mediante un conjunto de ejemplos nume´ricos, en los que se ha determinado
la deformacio´n bajo carga de distintos casos de disen˜o de ejes escalonados con distintas
hipo´tesis de carga. Estos ejemplos nume´ricos incluyen:
(i) Casos en los que el engranaje se situ´a en la porcio´n central del eje, con una carga
uniformemente distribuida sobre e´l.
(ii) Casos en los que el engranaje se situ´a en la porcio´n central del eje, con una carga
no uniforme aplicada sobre e´l.
(iii) Casos en los que se considera ma´s de un engranaje montado sobre el eje, sobre los
que actu´an cargas en el mismo sentido, y en sentidos contrarios.
Para cada uno de los casos estudiados, se ha generado un modelo tridimensional de
elementos finitos, y los resultados obtenidos a partir de su ana´lisis se han considerado
como resultados de referencia. La comparacio´n de estos resultados de referencia con los
resultados obtenidos a partir de los modelos SHAFT1 y SHAFT2 ha mostrado que:
Cap´ıtulo 3. Ca´lculo de la deformacio´n de los ejes de engranajes 92
(i) Cuando la relacio´n entre d/dsh y b/dsh es pequen˜a, siendo b el ancho de cara del
engranaje, el modelo SHAFT1 puede ofrecer resultados parecidos a los del modelo
de referencia.
(ii) En cambio, a medida que la relacio´n ente d/dsh y b/dsh crece, los resultados
obtenidos a partir del modelo SHAFT1 tienden a divergir de los resultados obtenidos
a partir del modelo de referencia.
(iii) En todos los casos estudiados, el modelo SHAFT2 ha demostrado ofrecer resul-
tados ma´s parecidos a los del modelo de referencia que los obtenidos a partir del
modelo SHAFT1.
Cap´ıtulo 4
Modelos de elementos finitos para
el ana´lisis tensional de
transmisiones por engranaje
4.1 Introduccio´n
El ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos [95] se ha utilizado extensamente
para realizar estudios tensionales y deformacionales de transmisiones de engranajes,
investigar la formacio´n del contacto entre dientes de engranaje y detectar aquellas a´reas
que durante el ciclo de engrane esta´n sometidas a niveles elevados de tensio´n [22, 24, 28,
39, 52, 56, 57, 60, 61, 65, 66, 68, 71, 77, 78, 82, 112–117].
Si bien las bases de este me´todo de ana´lisis estructural se establecieron a mitades del
siglo XX, las ventajas de su uso no fueron evidentes hasta que se incrementaron las
capacidades computacionales de los ordenadores.
Aunque algunos autores utilizaron previamente esta te´cnica de ana´lisis, fue Coy [56], a
finales de los an˜os 80, quien destaco´ la necesidad de implementar el ana´lisis por el me´todo
de los elementos finitos en los procesos de disen˜o de las transmisiones por engranaje.
No obstante, puntualizaba que la aplicacio´n de este me´todo estaba sujeta a una serie
de dificultades que ten´ıan que ser vencidas, y que marcaron las l´ıneas de trabajo de los
futuros investigadores. Estas dificultades se resumı´an en:
(i) Conseguir una descripcio´n precisa de las geometr´ıas que intervienen en los ana´lisis.
(ii) Facilitar la aplicacio´n de las condiciones de contorno del problema.
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(iii) Automatizar la discretizacio´n en elementos finitos de las geometr´ıas generadas.
La primera de estas dificultades fue superada en primer lugar por Handschuh y Litvin [57],
los cuales propusieron una te´cnica para la determinacio´n anal´ıtica de las superficies que
conforman la geometr´ıa de los engranajes. Las geometr´ıas generadas mediante esta
te´cnica eran posteriormente discretizadas en elementos finitos con la ayuda de un pro-
grama de modelizado geome´trico (MSC Patran), dando lugar al modelo mostrado en la
figura 4.1a. Este modelo de elementos finitos de la transmisio´n estaba formado por una
u´nica geometr´ıa de engranaje compuesta de varios dientes. Los movimientos de la base
de dicha geometr´ıa se restring´ıan en el espacio y la carga se aplicaba arbitrariamente
en forma de distribucio´n de presiones sobre los dientes modelizados. Esta aproximacio´n
superaba la dificultad de la generacio´n de las geometr´ıas, pero requer´ıa de un programa
adicional para la generacio´n de la malla de elementos finitos, y manten´ıa la dificultad en
la aplicacio´n de las condiciones de contorno del problema, al ser necesaria una suposicio´n









Figura 4.1: (a) Modelo de elementos finitos propuesto por Handschuh y (b) modelo
de elementos finitos propuesto por Bibel.
La segunda de las dificultades, que hac´ıa referencia a la aplicacio´n de las condiciones
de contorno, fue superada en primer lugar por Bibel [65]. Junto con Handschuh, pro-
pusieron un modelo de elementos finitos de la transmisio´n (figura 4.1b) que adema´s de
considerar las geometr´ıas del pin˜o´n y de la rueda, ten´ıa en cuenta el contacto producido
entre ellas. Los movimientos y las rotaciones de la base de los dientes del pin˜o´n se
restring´ıan en el espacio, mientras que los correspondientes a la rueda se limitaban al
giro con respecto a su eje. El momento torsor se aplicaba en forma de carga sobre la
geometr´ıa de la rueda. Con esta nueva propuesta se simplificaba considerablemente la
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aplicacio´n de las condiciones de contorno en los modelos de elementos finitos de la trans-
misio´n, al no requerir de suposiciones sobre la distribucio´n de las presiones producidas
en el contacto entre dientes. No obstante, el mallado de las geometr´ıas segu´ıa siendo
manual, llevado a cabo utilizando un programa externo de mallado.
La u´ltima de las dificultades, referida a la automatizacio´n de la generacio´n de las mallas
de elementos finitos de las geometr´ıas de los engranajes, fue abordada por Argyris [60] y
Litvin [61]. Estos autores propusieron la automatizacio´n de la generacio´n de modelos de
elementos finitos, basada en la generacio´n computerizada de las superficies del pin˜o´n y
de la rueda y la posterior generacio´n de una malla estructurada de elementos finitos. Los
modelos de elementos finitos generados por esta te´cnica no so´lo contemplan la geometr´ıa
de los dientes de engranaje, sino´ que tambie´n incluyen las porciones del anillo del pin˜o´n
y de la rueda, como se muestra en la figura 4.2. Las condiciones de contorno y la carga
se aplican utilizando unas superficies r´ıgidas que acoplan los grados de libertad de los
nodos que pertenecen a las partes laterales e inferior a puntos de referencia (M1 y M2
en la figura 4.2) localizados en la posicio´n de los ejes. El par se aplica directamente en
el nodo de referencia M1, mientras que la rotacio´n del conjunto se restringe en el nodo
M2. Mediante esta aproximacio´n se simplifica el proceso de la generacio´n de los modelos





Figura 4.2: Modelo de elementos finitos de la transmisio´n
Si bien han habido muchos otros autores que han investigado la aplicacio´n del me´todo de
los elementos finitos al ca´lculo tensional de las transmisiones por engranaje, los trabajos
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citados anteriormente son los que han definido las pautas del estado del arte actual.
No obstante, a pesar de que estos modelos de elementos finitos representan avances
importantes en la industria, siguen manteniendo algunas necesidades que es necesario
cubrir.
Una de ellas es la necesidad de tener en cuenta en los modelos de elementos finitos la
desalineacio´n que se produce en los engranajes debido a las deformaciones ela´sticas de los
elementos que los sustentan cuando se transmite potencia. Desde los primeros modelos
propuestos por Handschuh hasta las investigaciones ma´s recientes, la gran mayor´ıa de
autores optan por incluir u´nicamente las geometr´ıas de contacto en los modelos de
elementos finitos, compuestas por unas pocas parejas de dientes [22, 24, 28, 39, 52, 56,
57, 60, 65, 68, 71, 77, 78, 82, 112–117]. Los casos en los que se considera la geometr´ıa
completa de los engranajes son escasos [66], y raramente se ha observado que se hayan
incluido el resto de elementos de la transmisio´n en los modelos de elementos finitos. Esto
se debe a varios factores, siendo uno de ellos el compromiso necesario entre precisio´n y
coste computacional; para un mismo nivel de coste computacional, es necesario decidir
entre utilizar una malla fina de elementos finitos incluyendo u´nicamente una porcio´n del
engranaje, o una malla basta incluyendo la geometr´ıa completa del mismo.
Estas desalineaciones pueden suponer reducciones importantes de la capacidad de carga
de los engranajes y tener un impacto negativo en el funcionamiento de la transmisio´n.
Las causas y las consecuencias que tienen las desalineaciones en las transmisiones por
engranaje han sido estudiadas anteriormente por otros autores. Algunos de estos autores
utilizan ensayos experimentales [17–23], mientras que otros utilizan me´todos anal´ıticos
o nume´ricos [15, 49, 51, 97]. En los trabajos ma´s recientes realizados en este campo
se observa que se ha incrementado el uso del ana´lisis por el me´todo de los elementos
finitos en el estudio de las desalineaciones de los engranajes [22, 66, 71–73, 79–82].
Estos trabajos centran sus esfuerzos en el modelizado de los dientes de engranaje y
de las superficies de contacto, pero raramente incluyen al resto de componentes de la
transmisio´n. En general, los modelos de elementos finitos del pin˜o´n y de la rueda se
ensamblan en posiciones prefijadas obtenidas a partir de la aplicacio´n de ana´lisis de
contacto entre dientes (TCA, Tooth Contact Analysis), contemplando habitualmente
valores arbitrarios de desalineacio´n. Consecuentemente, los resultados obtenidos a partir
de los ana´lisis de estos modelos de elementos finitos no siempre representan escenarios
realistas, y pueden llevar a disen˜os de la transmisio´n expuestos a fallos prematuros, con
elementos sobredimensionados o que presenten anomal´ıas en su funcionamiento.
Para minimizar estos riesgos, es necesario avanzar en la generacio´n de los modelos de
elementos finitos utilizados para el estudio de las transmisiones de engranajes, e incluir
en ellos al resto de elementos que componen la transmisio´n. Esto permitira´ minimizar
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las asunciones requeridas en la configuracio´n de los modelos de elementos finitos e incre-
mentar el grado de realismo de los resultados obtenidos. Entre los elementos deformables
que componen la transmisio´n, aquellos cuya deformacio´n representa una contribucio´n
ma´s significativa a la desalineacio´n de los engranajes son los ejes sobre los que estos van
montados.
En base a estas premisas, el objetivo de este cap´ıtulo sera´ proponer nuevos modelos de
elementos finitos de las transmisiones que permitan considerar el comportamiento de
los ejes que soportan a los engranajes. A tal efecto, se propondra´ en primer lugar un
modelo de elementos finitos de la transmisio´n compuesto ı´ntegramente por elementos
so´lidos tridimensionales, que se utilizara´ como modelo de referencia. Posteriormente
se propondra´n otros modelos de elementos finitos simplificados de la transmisio´n, cuyo
objetivo sera´ la obtencio´n de resultados precisos sin que ello suponga una reduccio´n
significante de la eficiencia computacional de los modelos existentes. A continuacio´n
se detallara´n los procedimientos necesarios para obtener, a partir de los modelos de
elementos finitos propuestos, aquellos resultados que tradicionalmente han sido de intere´s
para los disen˜adores de engranajes. Por u´ltimo, se realizara´ una comparacio´n entre los
modelos de elementos finitos simplificados de la transmisio´n y el modelo de referencia,
en te´rminos de precisio´n de los resultados y tiempos de ca´lculo, que permitira´ obtener
conclusiones y gu´ıas de aplicacio´n de los modelos propuestos.
4.2 Ana´lisis por elementos finitos de transmisiones por en-
granaje. Consideraciones previas.
El concepto ba´sico del me´todo de los elementos finitos es la subdivisio´n del modelo f´ısico
en un conjunto de componentes de geometr´ıa simple llamados elementos finitos. Dentro
de cada elemento finito, la magnitud f´ısica que se desea estudiar, denominada variable
primaria de campo, se expresa en funcio´n de un nu´mero finito de grados de libertad,
alojados en los puntos nodales del elemento. En el resto del elemento la variable primaria
de campo se aproxima de forma sencilla utilizando funciones polino´micas. La respuesta
del modelo f´ısico se puede considerar aproximada a la obtenida a partir del modelo
discreto que se obtiene al ensamblar o conectar el conjunto de elementos finitos. A
medida que la discretizacio´n del modelo f´ısico se hace ma´s fina, la solucio´n obtenida del
ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos converge hacia la solucio´n real.
Los elementos finitos en los que se divide un modelo f´ısico tienen una serie de informacio´n
asociada que los define, y cuyos para´metros fundamentales son los siguientes:
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(i) Dimensionalidad del elemento. Los elementos pueden tener una dimensionalidad
intr´ınseca de cero, una, dos o tres dimensiones. Esta dimensionalidad intr´ınseca se
puede expandir utilizando transformaciones cinema´ticas. Por ejemplo, elementos
con una dimensionalidad intr´ınseca unitaria pueden ser utilizados para construir
modelos tridimensionales.
(ii) Nodos de los elementos. Cada elemento esta´ formado por un conjunto de puntos,
llamados nodos. Los nodos tienen un doble propo´sito: por una parte definen
la geometr´ıa del elemento, y por otra parte albergan los grados de libertad del
elemento.
(iii) Geometr´ıa del elemento. La geometr´ıa del elemento se define ubicando su nodos
en el espacio. Los elementos utilizados habitualmente poseen geometr´ıas simples.
En una dimensio´n, son generalmente segmentos rectos o curvos. En dos dimen-
siones, suelen adoptar formas triangulares o cuadradas. En tres dimensiones, las
geometr´ıas ma´s habituales son los tetraedros y los hexaedros.
(iv) Grados de libertad (GDL) del elemento. Los grados de libertad del elemento se
definen como los valores que adopta la variable primaria de campo en los nodos del
elemento. En los elementos finitos utilizados para el ca´lculo tensional, la variable
primaria es el campo de desplazamientos de la pieza analizada y los grados de
libertad son las componentes Cartesianas del desplazamiento en los nodos.
(v) Orden de un elemento. El valor de la variable primaria de campo se determina en
los nodos del elemento, y se interpola mediante polinomios para calcular el valor
de esta variable en puntos del elemento no coincidentes con los nodos. El orden
del elemento hace referencia al orden de los polinomios utilizados para realizar la
interpolacio´n, y esta´ relacionado con el nu´mero de nodos presentes en el elemento.
(vi) Propiedades constitutivas del elemento. Son las relaciones que especifican el co-
portamiento del material asociado al elemento, como por ejemplo, el mo´dulo de
elasticidad y el coeficiente de Poisson.
(vii) Otras propiedades. Algunos elementos requieren informacio´n adicional para ser
definidos, como por ejemplo, las propiedades de la seccio´n transversal en elementos
viga o el espesor en elementos placa.
De acuerdo con Shih [118], la resolucio´n de cualquier problema tensional por el me´todo
de los elementos finitos se divide en una serie de pasos que se agrupan en tres fases:
(i) Fase de preprocesado del modelo de elementos finitos.
Cap´ıtulo 4. Modelos de elementos finitos para el ana´lisis tensional de transmisiones
por engranaje 99
(i.a) Representacio´n matema´tica del modelo f´ısico de las geometr´ıas contempladas
en el ana´lisis.
(i.b) Discretizacio´n del modelo matema´tico en elementos finitos.
(i.c) Eleccio´n del modelo constitutivo considerado para los elementos y de sus
propiedades meca´nicas.
(i.d) Especificacio´n de las condiciones de contorno del modelo de elementos finitos,
incluyendo tipos de soportes y cargas externas aplicadas sobre los nodos.
(ii) Fase de solucio´n del modelo de elementos finitos.
(ii.a) Generacio´n la matriz de rigidez de cada elemento finito presente en el modelo.
(ii.b) Ensamblado de las matrices de rigidez de cada elemento en la matriz de rigidez
global del problema.
(ii.c) Resolucio´n del sistema global de ecuaciones y calculo de los desplazamientos,
las deformaciones y las tensiones producidas por las cargas externas.
(iii) Fase de postprocesado de resultados del modelo de elementos finitos.
Existen mu´ltiples programas cuyo propo´sito es ayudar a realizar los ana´lisis por el
me´todo de los elementos finitos siguiendo los pasos comentados anteriormente. En este
trabajo, y como se explicara´ ma´s adelante, la fase de preprocesado del modelo de ele-
mentos finitos se realiza utilizando me´todos propios. En esta fase destaca el paso de la
obtencio´n de un modelo discreto de elementos finitos a partir de un modelo matema´tico
de la transmisio´n (mallado). Este proceso tiene una gran importancia en la aplicacio´n
del me´todo de los elementos finitos, pues el tiempo empleado para solucionar el problema
y la calidad de la solucio´n obtenida estara´n directamente relacionados con el nu´mero y
la distribucio´n de los nodos presentes en el modelo discreto. Como criterio general de
mallado para ana´lisis tensional, se aconseja utilizar una malla de elementos finitos lo
ma´s fina posible en aquellas regiones del modelo donde se prevean gradientes elevados
de tensio´n o de deformacio´n. Para mejorar el coste computacional, la malla debe ser lo
ma´s basta posible en aquellas zonas donde el gradiente se prevea bajo.
Para la fase de solucio´n, entre las distintas opciones disponibles, en este trabajo se ha
utilizado el programa comercial Abaqus [119]. Este programa tambie´n se ha utilizado en
la fase de postprocesado para la visualizacio´n de resultados de tensio´n y deformacio´n. No
obstante, se han desarrollado me´todos propios para la obtencio´n de resultados espec´ıficos
utilizados en el disen˜o de transmisiones de engranajes.
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4.2.1 Consideraciones previas sobre el uso de elementos finitos so´lidos
tridimensionales
Los elementos so´lidos tridimensionales se pueden considerar la forma ma´s general de
todos los elementos finitos, debido a que todas sus variables se expresan en funcio´n de
la posicio´n tridimensional (x, y, z) en la que se miden. Con este tipo de elementos, se
puede discretizar cualquier so´lido tridimensional, independientemente de su forma, sus
propiedades constitutivas o sus condiciones de contorno.
Los elementos so´lidos tridimensionales ma´s comunes tienen forma de tetraedro o hex-
aedro. Mientras que los de primer orden poseen un nodo en cada uno de sus ve´rtices
(ver figura 4.3), en los elementos de mayor orden pueden existir nodos en la mitad de









Figura 4.3: Elemento finito so´lido tridimensional de primer orden
Cada nodo de los elementos so´lidos tridimensionales utilizados para el ca´lculo estruc-
tural tiene asociados tres grados de libertad, que hacen referencia a los movimientos de
traslacio´n (ux, uy, uz) que puede realizar el nodo en cada una de las direcciones carte-
sianas, y que permiten al elemento deformarse en cualquiera de las tres dimensiones del
espacio.
La mayor´ıa de los programas de ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos ofrecen
extensas librer´ıa de elementos so´lidos tridimensionales que pueden ser utilizados para
realizar ca´lculos tensionales. En general, estos elementos pueden ser de primer o de
segundo orden, y sus geometr´ıas tetrae´dricas o hexae´dricas. Algunas de estas combi-
naciones tambie´n presentan formas modificadas, que mejoran el comportamiento de los
elementos frente a uno o varios aspectos, como por ejemplo, el bloqueo volume´trico. Las
caracter´ısticas de algunos de los elementos so´lidos tridimensionales ma´s destacables en
el programa comercial Abaqus [119] se muestran en la tabla 4.1. Elementos finitos con
caracter´ısticas similares se pueden encontrar en otros programas comerciales de ana´lisis
por el me´todo de los elementos finitos.
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Tabla 4.1: Elementos so´lidos tridimensionales en Abaqus
Ref. Abaqus C3D4 C3D10 C3D8 C3D20 C3D8I
Geometr´ıa Tetraedro Tetraedro Hexaedro Hexaedro Hexaedro
Orden Primer Segundo Primer Segundo Primer
Nu´mero de nodos 4 10 8 20 8
Nu´mero de GDL 12 30 24 60 37
Como se puede observar en algunos de los estudios disponibles en la literatura [120–122],
los autores suelen llegar a conclusiones similares en cuanto a los criterios para la eleccio´n
del tipo de elemento a utilizar:
(i) En general, no se recomienda el uso de elementos tetrae´dricos de primer orden
en ana´lisis tensionales de geometr´ıas tridimensionales, pues suelen presentar una
respuesta excesivamente r´ıgida ante esfuerzos de flexio´n. Este comportamiento
de los elementos tetrae´dricos puede ser corregido utilizando elementos de mayor
orden.
(ii) Los elementos hexae´dricos de primer orden son capaces de obtener soluciones con
un grado de precisio´n equivalente al que se obtendr´ıa con elementos tetrae´dricos
de segundo orden, pero el coste computacional que llevan asociado es menor.
(iii) Aunque el grado de precisio´n obtenido con los elementos hexae´dricos de segundo
orden es superior al de los otros elementos mostrados en la tabla 4.1, su uso es
ma´s bien escaso, pues el coste computacional que llevan asociado es muy elevado.
Una solucio´n de compromiso es el uso de elementos hexae´dricos con modos incompati-
bles (ref. C3D8I en Abaqus [119]), que se basan en las ideas propuestas por Simo [123].
E´stos son elementos de primer orden que poseen grados de libertad internos adicionales
que mejoran su comportamiento frente a los esfuerzos de flexio´n. Puesto que poseen
13 grados de libertad adicionales, tienen un coste computacional asociado mayor que
los elementos hexae´dricos de primer orden, aunque siguen siendo sustancialmente ma´s
eficientes que los elementos de segundo orden. Adema´s, estos elementos son especial-
mente recomendables cuando se estudia el contacto entre geometr´ıas modelizadas con
elementos so´lido tridimensionales [124].
Cuando poseen la geometr´ıa adecuada, el comportamiento a flexio´n de los elementos
con modos incompatibles es casi tan bueno como el de los elementos equivalentes de
segundo orden. En cambio, su precisio´n se reduce a medida que se alejan de la forma
rectangular convirtie´ndose en un paralelep´ıpedo. Esta reduccio´n de precisio´n es dra´stica
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cuando la forma rectangular degenera en trapezoidal. En estos casos su funcionamiento
no es mucho mejor que el de un elemento de primer orden, volvie´ndose excesivamente
r´ıgidos frente a esfuerzos a flexio´n. Por este motivo, la eleccio´n de este tipo de elemento
va ligada a la necesidad de garantizar la calidad de la malla, especialmente en aquellas
zonas donde los gradientes de deformacio´n se prevean elevados.
4.2.2 Consideraciones previas sobre el uso de elementos finitos viga
tridimensionales
Un elemento viga es un elemento en forma de l´ınea que une dos nodos en el espacio,
como se muestra en la figura 4.4, y que representa una aproximacio´n unidimensional a
un continuo tridimensional. La ventaja principal que aportan los elementos viga es que
poseen una geometr´ıa simple y tienen pocos grados de libertad, lo que los hace muy
eficientes en comparacio´n con otros tipos de elementos. Esta simplicidad se consigue
asumiendo que la deformacio´n en cualquier punto del so´lido al que se aproximan se puede
estimar completamente a partir de variables que u´nicamente dependen de la posicio´n a















Figura 4.4: Elemento finito de tipo viga tridimensional
La hipo´tesis fundamental de estos elementos es que la seccio´n transversal de la viga
no puede deformarse en su propio plano. Las implicaciones de esta hipo´tesis se deben
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considerar en cualquier uso de elementos viga, especialmente cuando la deformacio´n por
flexio´n es elevada comparada con otras deformaciones.
Los elementos finitos de tipo viga de primer orden poseen un nodo en cada uno de los
extremos. Sin embargo, en elementos de tipo viga de orden superior pueden existir nodos
en la parte central del elemento.
Cada uno de los nodos de los elementos viga tridimensionales tiene asociados seis grados
de libertad, que representan los movimientos de traslacio´n (ux, uy, uz) y de rotacio´n
(θx, θy, θz) del nodo en cada uno de los ejes de coordenadas locales del elemento. Cada
grado de libertad posee una rigidez asociada con las deformaciones de la linea. Estas
deformaciones comprenden la deformacio´n en el sentido axial, el cambio de curvatura
de la l´ınea provocado por el efecto de la flexio´n, y la torsio´n. Adicionalmente, algunos
elementos ofrecen una flexibilidad adicional asociada con la deformacio´n transversal por
cortante.
Habitualmente, los programas comerciales de ana´lisis por el me´todo de los elementos fini-
tos disponen de un amplio rango de elementos de tipo viga, divididos fundamentalmente
entre aquellos que se formulan bajo las hipo´tesis de la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli
y los que han sido formulados bajo las hipo´tesis de la teor´ıa de vigas de Timoshenko,
ambas descritas en el apartado 3.2.3.
Los elementos viga derivados de la teor´ıa de Euler-Bernoulli cumplen con la hipo´tesis de
que las secciones transversales permanecen planas y perpendiculares al eje de la viga, y
por lo tanto, no permiten deformacio´n por cortante. Por este motivo, utilizar este tipo
de elementos u´nicamente es recomendable en aquellos casos en los que la deformacio´n
por cortante sea negligible, como ocurre en vigas esbeltas, en las que las dimensiones
caracter´ısticas de la seccio´n transversal son muy inferiores a la longitud de la viga.
Por otra parte, los elementos viga formulados a partir de la teor´ıa de Timoshenko
(ref. B31 en Abaqus [119]) contemplan la deformacio´n por cortante, y por lo tanto,
se pueden utilizar para modelizar tanto vigas esbeltas como vigas cortas. De acuerdo
con On˜ate [125], este tipo de elementos es aplicable para el ana´lisis de vigas en las que
la longitud de la viga sea al menos 10 veces superior a las dimensiones de la seccio´n
transversal. No obstante, por debajo de ese ratio las aproximaciones que permiten de-
scribir el comportamiento del eje u´nicamente en funcio´n de la posicio´n axial dejan de
proporcionar una precisio´n aceptable.
Las rigideces que definen el comportamiento del elemento viga se calculan a partir de las
propiedades de la seccio´n transversal del continuo al que se aproximan. Si este continuo
posee una seccio´n transversal circular, esta´s propiedades son:
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(i) A´rea de la seccio´n transversal del elemento (Ae), que se obtiene a partir del
dia´metro de la seccio´n circular considerada para el comportamiento a cortante





(ii) Momento de inercia de la seccio´n transversal del elemento (Ie), que se obtiene a
partir del dia´metro de la seccio´n circular considerada para el comportamiento a





(iii) Rigidez torsional de la seccio´n transversal del elemento (Je), que se obtiene a
partir del dia´metro de la seccio´n transversal considerada para el comportamiento






(iv) Rigidez a cortante de la seccio´n transversal del elemento (Ke), que se obtiene a
partir del a´rea de la seccio´n transversal considerada para dicho elemento (Ae), del
mo´dulo de rigidez a cizalladura (G) y de un factor adimensional (k) que previene
al elemento de poseer un comportamiento excesivamente r´ıgido a cortante. Para
secciones transversales circulares, Abaqus [119] recomienda utilizar un valor de
k = 0.89, de acuerdo con los estudios realizados por Cowper [100].
Ke = k · [G ·Ae] (4.4)
4.2.3 Consideraciones previas sobre la definicio´n del contacto
La mayor´ıa de los programas comerciales actuales de ca´lculo tensional por el me´todo
de los elementos finitos incluyen herramientas que permiten estudiar el contacto entre
dos so´lidos. Sin embargo, la consideracio´n del contacto entre so´lidos puede hacer que
la solucio´n de los modelos de elementos finitos sea mucho ma´s compleja, puesto que la
zona en la que e´stos contactan no se conoce a priori, y se debe determinar como parte de
la solucio´n. Esto hace que el problema sea casi siempre no lineal, aunque se especifique
un modelo constitutivo lineal para los so´lidos en contacto.
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En estos programas, el contacto entre dos so´lidos se define considerando una pareja de
superficies (una de cada uno de los so´lidos) que podra´n entrar en contacto, generando lo
que se conoce como una pareja de contacto. A cada pareja de contacto se le asigna una
formulacio´n de contacto, que se basa habitualmente en la eleccio´n de una combinacio´n
de las siguientes caracter´ısticas:
(i) El rol que desempen˜a cada una de las superficies que intervienen en el contacto:
superficie maestra o superficie esclava (apartado 4.2.3.1).
(ii) El tipo de discretizacio´n del contacto: contacto nodo-a-superficie o contacto superficie-
a-superficie (apartado 4.2.3.2).
(iii) El me´todo de seguimiento del estado del contacto: deslizamientos pequen˜os o
deslizamientos finitos (apartado 4.2.3.3).
En base a los criterios que se describen a continuacio´n, la combinacio´n que se ajusta
ma´s a los requisitos del problema de contacto entre dientes de engranaje es utilizar
una discretizacio´n de tipo superficie-a-superficie con un seguimiento del contacto basado
en desplazamientos finitos. En este caso, la seleccio´n del rol de cada superficie no es
relevante, puesto que ambas tendra´n un nivel de rigidez y refinamiento de malla similar.
Adema´s, el impacto de esta eleccio´n se minimiza al utilizar una discretizacio´n de tipo
superficie-a-superficie.
4.2.3.1 Seleccio´n del rol que desempen˜a cada superficie del contacto
Una superficie que interviene en el contacto puede realizar el rol de superficie maestra o
de superficie esclava. Tal y como explica Bower [126], con el fin de favorecer la convergen-
cia de la solucio´n del problema de elementos finitos, es conveniente elegir como superficie
maestra aquella que corresponde al cuerpo ma´s r´ıgido. Si ambos so´lidos poseen rigideces
semejantes, entonces es conveniente elegir como superficie maestra aquella que tiene la
malla ma´s basta en la zona del contacto, pues como se explica en el apartado 4.2.3.2,
esta eleccio´n favorece la reduccio´n del error por penetracio´n derivado de la discretizacio´n
del contacto.
4.2.3.2 Seleccio´n del tipo de discretizacio´n del contacto
Los programas actuales de ca´lculo tensional por el me´todo de los elementos finitos sim-
ulan el contacto entre las superficies que conforman la pareja de contacto aplicando
restricciones condicionales en distintos puntos de dichas superficies. La posicio´n y las
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condiciones impuestas por estas restricciones dependen del tipo de discretizacio´n del
contacto escogido para la pareja de contacto. Generalmente se dispone de dos tipos de
discretizacio´n del contacto: nodo-a-superficie y superficie-a-superficie.
Cuando se utiliza la discretizacio´n nodo-a-superficie las condiciones de contacto se es-
tablecen de manera que cada nodo perteneciente a la superficie esclava interactu´a con
su proyeccio´n sobre la superficie maestra. De esta forma, cada condicio´n de contacto
involucra a un nodo de la superficie esclava y a un grupo de los nodos cercanos de la
superficie maestra, a partir de los cuales se interpola el punto de proyeccio´n. La con-
secuencia directa de esto es que no se permite que los nodos de la superficie esclava
penetren en la superficie maestra, pero en cambio, los nodos de la superficie maestra s´ı
pueden penetrar en la superficie esclava.
En cambio, la discretizacio´n superficie-a-superficie considera la forma de ambas superfi-
cies en la zona de contacto. Ma´s que en los propios nodos, las condiciones de penetracio´n
se extienden sobre las regiones cercanas a los nodos de la superficie esclava. Estas re-
giones esta´n centradas en cada uno de los nodos considerados, de manera que la condicio´n
de contacto se aplica predominantemente al nodo en cuestio´n, pero tambie´n afecta a los
nodos circundantes.
Por otra parte, en la discretizacio´n nodo-a-superficie la direccio´n del contacto se basa
u´nicamente en la normal de la superficie maestra. Por el contrario, en la discretizacio´n
superficie-a-superficie la normal de contacto se basa en la normal ponderada de la su-
perficie esclava en la zona cercana a cada nodo perteneciente a ella.
En general, la discretizacio´n superficie-a-superficie ofrece resultados ma´s precisos de pre-
siones y tensiones de contacto que la discretizacio´n nodo-a-superficie, siempre y cuando
las geometr´ıas de las superficies en contacto este´n bien representadas por la discretizacio´n
en elementos finitos. Debido a las condiciones anteriormente comentadas, las fuerzas de
contacto tienden a concentrarse en los nodos de la superficie esclava cuando se utiliza
una discretizacio´n nodo-a-superficie. Esta concentracio´n conlleva picos y depresiones en
la distribucio´n de presiones a lo largo de la superficie, que no ocurren al utilizar una
discretizacio´n superficie-a-superficie, que posee un efecto de suavizado. A medida que la
malla de elementos finitos se refina, las discrepancias entre ambos modelos se reducen.
Sin embargo, para un nivel de refinamiento dado, la discretizacio´n superficie-a-superficie
tiende a ofrecer mejores resultados.
Por el contrario, la discretizacio´n superficie-a-superficie involucra generalmente ma´s no-
dos por restriccio´n, y por lo tanto, incrementa el coste computacional de la solucio´n.
No obstante, en la mayor´ıa de casos el incremento de coste es pequen˜o, pero puede ser
significante cuando se involucran a´reas muy grandes en el contacto o cuando la superficie
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maestra esta´ mucho ma´s refinada que la superficie esclava. La formulacio´n de superficie-
a-superficie esta´ pensada para situaciones convencionales en las que las normales de las
superficies de contacto tienen direcciones aproximadamente opuestas. La formulacio´n
nodo-a-superficie es ma´s conveniente cuando las superficies de contacto poseen aristas o
esquinas.
4.2.3.3 Seleccio´n del tipo seguimiento del estado del contacto
El seguimiento del estado del contacto tiene en cuenta los movimientos relativos que
se producen entre los so´lidos que intervienen en el contacto. Generalmente se disponen
de dos alternativas distintas para realizar el seguimiento del estado del contacto: una
basada en pequen˜os deslizamientos y otra basada en deslizamientos finitos.
El seguimiento del contacto basado en deslizamientos finitos es el ma´s general, pues con-
sidera la separacio´n, el deslizamiento y la rotacio´n de una superficie de contacto respecto
a la otra. En los contactos en los que el seguimiento del contacto se realiza considerando
deslizamiento finitos, la conectividad de las restricciones de contacto activas cambia con
el movimiento relativo tangencial de las superficies en contacto.
Por otra parte, cuando el seguimiento del estado del contacto se basa en pequen˜os
deslizamientos, se asume que el deslizamiento entre superficies es pequen˜o, y se basa en
aproximaciones lineales de la superficie maestra para cada restriccio´n. Los grupos de
nodos involucrados en cada restriccio´n de contacto son fijos en todo el ana´lisis, aunque su
estado puede variar. Se puede considerar utilizar este tipo de seguimiento del contacto
cuando las aproximaciones son razonables, debido al ahorro computacional y la robustez
que aporta.
4.3 Discretizacio´n en elementos finitos de las geometr´ıas
de contacto de los engranajes
Como se ha comentado anteriormente, un paso importante a la hora de aplicar el me´todo
de los elementos finitos es la discretizacio´n de las geometr´ıas consideradas en el modelo
a analizar.
Algunos autores [24, 39, 57, 65, 66, 68, 79, 82] han utilizado programas CAD (Computer
Aided Design) para generar las geometr´ıas de contacto de los engranajes y discretizarlas
en elementos finitos para someterlas a ana´lisis. A pesar de la sencillez y la inmediatez que
proporciona esta estrategia, ofrece algunos inconvenientes importantes, como la escasa
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precisio´n de las geometr´ıas generadas, la dificultad a la hora de aplicar condiciones de
contorno o el bajo nivel de automatizacio´n y repetitibilidad de los ana´lisis realizados.
Un enfoque ma´s interesante es utilizar algoritmos computacionales para la generacio´n
y la discretizacio´n en elementos finitos de las geometr´ıas de contacto de los engranajes,
de manera que los puntos que definen la malla de elementos se obtengan a partir de las
ecuaciones anal´ıticas de las superficies del diente y del anillo [22, 28, 52, 52, 60, 63, 71, 77,
78, 112–117, 127]. Adema´s del incremento de la precisio´n en la definicio´n de la geometr´ıa
que ello supone, con la utilizacio´n de este me´todo de mallado se consigue facilitar y
automatizar la creacio´n de distintos casos de estudio, garantizando la repitibilidad entre
ellos.
Entre estas estrategias automatizadas de mallado destaca la propuesta por Argyris [60]
y Litvin [116], y utilizada posteriormente por mu´ltiples autores [22, 28, 52, 78, 113–
115, 117, 127] para la discretizacio´n en elementos finitos de geometr´ıas de contacto de
engranajes. Con ella se consiguen mallas estructuradas de elementos so´lidos hexae´dricos.
Las l´ıneas principales de este me´todo de mallado se detallan a continuacio´n:
1. El volumen del cuerpo a estudiar se representa anal´ıticamente utilizando las ecua-
ciones de las superficies de ambas partes de los dientes del pin˜o´n o de la rueda y
la porcio´n correspondiente del anillo. La figura 4.5a muestra la geometr´ıa de un
diente de engranaje cil´ındrico recto.
2. Se determinan anal´ıticamente las superficies intermedias 1 a 6 mostradas en la
figura 4.5b. Estas superficies permiten dividir el diente en seis volu´menes, y de
esta manera controlar la discretizacio´n de estos subvolumenes en elementos finitos.
3. Las coordenadas de los nodos se determinan anal´ıticamente teniendo en cuenta el
nu´mero de elementos deseados en la direccio´n longitudinal y la direccio´n del perfil
del diente (figura 4.5c). Es importante enfatizar que la posicio´n de todos los nodos
del modelo de elementos finitos se determina de forma anal´ıtica, incluso la de los
nodos que pertenecen a las superficies auxiliares.
4. Por u´ltimo, se realiza la discretizacio´n del modelo en elementos finitos utilizando los
nodos determinados en el paso anterior, como se muestra en la figura 4.5d. Como
resultado, se obtiene una malla estructurada de elementos so´lidos hexae´dricos. En
este caso, se utilizan elementos hexae´dricos con modos incompatibles (ref. C3D8I
en Abaqus [119]), pues por sus caracter´ısticas, detalladas en el apartado 4.2.1,
resultan ser los ma´s eficientes para abordar el ana´lisis tensional en transmisiones
de engranajes.










Figura 4.5: (a) Geometr´ıa del engranaje, (b) superficies auxiliares, (c) determinacio´n
de los nodos y (d) discretizacio´n del volumen en elementos finitos
La densidad de la malla y la geometr´ıa de los elementos se modifican variando el nu´mero
de nodos incluidos en cada una de las dimensiones que se describen en la figura 4.6. En
el caso mostrado en la imagen, se ha considerado un nodo en la zona inferior del anillo y
dos nodos en la zona superior. En el radio de entalle se han especificado cuatro nodos,
y ocho nodos en la direccio´n del perfil. Por u´ltimo, se han especificado 28 nodos en
la direccio´n longitudinal. El punto de posicionamiento, donde confluyen las superficies
auxiliares del mallado esta´ situado a una distancia de la cabeza del diente de 1.2 veces
su mo´dulo.
El volumen completo a considerar en el modelo de elementos finitos se obtiene mediante
la clonacio´n del diente generado, de manera que es posible considerar modelos de varios
dientes.
A pesar de que este me´todo de mallado es el ma´s extendido en la literatura consul-
tada, posee algunas limitaciones que es necesario mencionar. Estas limitaciones vienen
principalmente impuestas por las siguientes condiciones:











Figura 4.6: Para´metros de control de la densidad de la malla
(i) Como se ha comentado en el apartado 4.2, un modelo de elementos finitos eficiente
es aquel que utiliza una malla densa en las zonas en las que los gradientes de tensio´n
y de deformacio´n son elevados, mientras que reduce la densidad de las mallas en
aquellas zonas en las que los gradientes son menos elevados.
(ii) Por otra parte, la utilizacio´n de los elementos finitos hexae´dricos con modos in-
compatibles (ref. Abaqus C3D8I) para la discretizacio´n del modelo esta´ sujeta a la
obtencio´n de mallas de elevada calidad, evitando la presencia de elementos distor-
sionados, especialmente en las zonas donde los gradientes de tensio´n son elevados,
como se ha comentado en el apartado 4.2.1.
Como fruto de la transmisio´n de potencia, es habitual que las geometr´ıas de los engrana-
jes este´n sometidas a gradientes elevados de tensio´n en la zona de la ra´ız del diente y
en la zona en la que se produce el contacto. Conseguir un mallado eficiente implicar´ıa
concentrar un nu´mero elevado de nodos en la zona de la ra´ız del diente y en la zona
en la que se produce el contacto, y reducir la densidad de la malla en el resto de la
geometr´ıa del engranaje sometida a ana´lisis. En cambio, con este me´todo de mallado no
se puede realizar un refinamiento localizado de la malla, pues reducir el taman˜o de los
elementos en una zona del modelo de elemento finitos implica reducirlo tambie´n en la
zonas cercanas, como efecto de la propagacio´n de la malla, incrementando ra´pidamente
el coste computacional asociado al modelo. Adema´s, el incremento de la densidad de
la malla puede llevar a la aparicio´n de elementos finitos con geometr´ıas degeneradas en
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otras zonas del diente, que como se ha comentado, implican una reduccio´n dra´stica de
la precisio´n del modelo. Estos efectos se incrementan a medida que crece el nu´mero
de dientes considerados en el ana´lisis. Por lo tanto, sera´ necesario tener en cuenta es-
tas limitaciones cuando se generen las mallas de elementos finitos de las geometr´ıas de
contacto de los engranajes por este me´todo.
4.4 Modelo de elementos finitos FEM0 para el estudio ten-
sional de transmisiones por engranaje
Como se ha comentado anteriormente, la mayor´ıa de los autores que han utilizado el
me´todo de los elementos finitos para el ana´lisis tensional de transmisiones de engranajes
han centrado sus esfuerzos en modelizar las geometr´ıas de los engranajes y sus superficies
de contacto, sin incluir en los modelos de elementos finitos al resto de componentes de
la transmisio´n. De esta manera, desprecian la influencia que las deformaciones ela´sticas
de estos componentes tienen sobre el estado tensional de los engranajes.
Entre las deformaciones ela´sticas que se producen en los componentes de la transmisio´n,
aquellas producidas en los ejes que soportan a los engranajes son las que suelen tener
una mayor influencia sobre el engrane. Por ese motivo, de cara a obtener resultados
precisos a partir de su ana´lisis, es deseable que los modelos de elementos finitos creados
para el estudio de la transmisio´n tengan en cuenta el comportamiento de los ejes sobre
los que se colocan los engranajes.
La manera ma´s sencilla de incluir los ejes en dichos modelos es malla´ndolos con elementos
finitos so´lidos tridimensionales conjuntamente con las geometr´ıas de contacto, consigu-
iendo un u´nico volumen que contenga al eje y al engranaje. Esta estrategia da lugar al
modelo denotado por FEM0, cuyas ideas principales se muestran en la figura 4.7.
Este nuevo modelo de elementos finitos esta´ basado en el modelo f´ısico mostrado en la
figura 1.13, y los pasos de su generacio´n se describen a continuacio´n:
1. La geometr´ıa de contacto del pin˜o´n se discretiza en elementos finitos mediante
el me´todo descrito en el apartado 4.3. Si bien es posible generar tantos dientes
como se desee, en la mayor´ıa de los casos sera´ suficiente la inclusio´n de tres dientes
en el modelo de elementos finitos. De esta forma se consigue que la definicio´n
de las superficies de contacto sea automatizada, con las ventajas que ello supone,
descritas anteriormente.
2. A partir de la geometr´ıa de contacto generada, se malla el resto del volumen del eje
del pin˜o´n y de la parte restante de su cuerpo con elementos hexae´dricos (ref. C3D8I
















Figura 4.7: Modelo de elementos finitos FEM0 del pin˜o´n y de su eje
en Abaqus [119]). A tal efecto, se utiliza un algoritmo de mallado gene´rico, incluido
en cualquier programa de preproceso de modelos de elementos finitos. Durante el
proceso de mallado, es necesario imponer la restriccio´n de que el algoritmo de
mallado situ´e nodos en las posiciones de los puntos C y D del modelo f´ısico. Para
simplificar el mallado, se considera que la porcio´n del engranaje que no coincide
con la geometr´ıa de contacto se asemeja a un cil´ındro con un dia´metro igual al de
el dia´metro de paso del engranaje (d), como se muestra en la figura 4.7.
3. Se define una superficie r´ıgida en cada extremo del eje, que incluye a todos los
nodos de esa seccio´n, como se muestra en la figura 4.7. Se considera una superficie
r´ıgida aquella que no puede deformarse, pero si puede realizar rotaciones y trasla-
ciones como un so´lido r´ıgido. Dichos movimientos se acoplan a los de los nodos de
referencia A y B, respectivamente. Mediante esta operacio´n se consigue disponer
en los extremos del eje de nodos con seis grados de libertad asociados, de manera
que sera´ posible aplicar un par sobre ellos, as´ı como restringir la rotacio´n de toda
la seccio´n.
4. El modelo de elementos finitos del pin˜o´n y de su eje se ensambla en el modelo
global de elementos finitos.
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5. Los pasos 1− 4 se repiten para generar el modelo de elementos finitos de la rueda
y del eje que la soporta, e incluirlos en el modelo glogal de elementos finitos.
6. Se aplican las condiciones de contorno directamente sobre los nodos A1, B1, A2
y B2 del modelo f´ısico descrito en la figura 1.13, donde los rodamientos estar´ıan
situados. El par se aplica sobre el nodo A1, y la rotacio´n de la transmisio´n se
restringe en el nodo B1 o B2.
Este modelo de elementos finitos no contempla ninguna simplificacio´n significativa del
modelo f´ısico. Como consecuencia, el coste computacional que lleva asociado sera´ ele-
vado, pero al mismo tiempo, hara´ posible la obtencio´n de resultados de elevada precisio´n.
Por este motivo, los resultados obtenidos a partir de este modelo de elementos finitos se
utilizara´n como referencia en las comparaciones con los modelos descritos a continuacio´n.
4.5 Modelo de elementos finitos FEM1 para el estudio ten-
sional de transmisiones por engranaje
El modelo FEM0 descrito en el apartado anterior puede predecir de forma precisa re-
sultados tensionales relacionados con el funcionamiento de la transmisio´n bajo carga,
teniendo en cuenta las deformaciones ela´sticas de los ejes. No obstante, el coste com-
putacional asociado al modelo FEM0 hace que e´ste modelo sea poco apropiado para
ser utilizado en la industria, especialmente en las fases iniciales de disen˜o, cuando los
tiempos son muy importantes. Por ese motivo, es interesante disponer de un modelo de
elementos finitos que siendo computacionalmente ma´s eficiente, consiga una precisio´n
similar en cuanto a los resultados obtenidos.
En este apartado se propone un nuevo modelo de elementos finitos, denotado por FEM1,
que partiendo de las geometr´ıas de contacto generadas mediante el procedimiento de-
scrito en el apartado 4.3, incluye el comportamiento de los ejes utilizando elementos fini-
tos de tipo viga (cuyas caracter´ısticas principales se han descrito en el apartado 4.2.2).
Utilizar este tipo de elementos para la modelizacio´n de los ejes en lugar de mallarlos con
elementos so´lidos tridimensionales repercute en un menor coste computacional, mientras
que su comportamiento es muy similar, como quedo´ demostrado [128].
El modelo FEM1 esta´ basado en el modelo f´ısico mostrado en la figura 1.13, y los pasos
para su generacio´n se describen a continuacio´n:
1. Las geometr´ıas de contacto del pin˜o´n y de la rueda se discretizan en elementos
finitos mediante el me´todo descrito en el apartado 4.3.
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2. Los modelos de elementos finitos de las geometr´ıas de contacto se ensamblan en el
modelo global de elementos finitos, como se ilustra en la figura 4.8. Los detalles de
la unio´n entre las geometr´ıas de contacto y la porcio´n de los ejes bajo los engranajes




































Figura 4.8: Modelo de elementos finitos de la transmisio´n
3. Los ejes del pin˜o´n y de la rueda se modelizan utilizando elementos finitos tridi-
mensionales de tipo viga. Se seleccionan elementos viga formulados bajo las
hipo´tesis de Timoshenko (ref. B31 en Abaqus [119]), pues como se ha descrito
en el apartado 4.2.2, resultan ma´s apropiados para la modelizacio´n de ejes de en-
granajes, en los que el ratio entre longitud y dia´metro suele ser pequen˜o. Las
propiedades de la seccio´n transversal de los elementos viga se definen en el paso 8.
4. Las condiciones de contorno se aplican directamente sobre los nodos que coinciden
con los puntos A1, B1, A2 y B2 del modelo f´ısico descrito en la figura 1.13, donde
los rodamientos estar´ıan situados. Esto simplifica la aplicacio´n de las condiciones
de contorno con respecto a los modelos tradicionales, y permite considerar distintos
tipos de apoyos.
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5. Se define una superficie r´ıgida que comprende todos los nodos de la superficie
inferior y de las superficies laterales del anillo del pin˜o´n, como se ilustra en la
figura 4.9. Los movimientos de esta superficie r´ıgida esta´n asociados al nodo de












bajo el engranaje Nodo de
referencia
Figura 4.9: Modelo de elementos finitos FEM1
6. Se establecen condiciones de contorno similares a las expuestas en el paso 5 para
el modelo de la rueda, en este caso utilizando el nodo de referencia M2.
7. Se considera una progresio´n geome´trica para definir la posicio´n de los nodos de
los ejes situados fuera de la porcio´n del eje bajo los engranajes, incrementando la
longitud de los elementos desde los engranajes hasta los apoyos y reduciendo el
nu´mero de nodos en los ejes. Dos nodos consecutivos, denotados por n y n+ 1, se
unen mediante un elemento viga, denotado por e.
8. Las propiedades de la seccio´n transversal de los elementos que conforman los ejes se
calculan a partir de los dia´metros dAe y dIe (ver apartado 4.2.2), que dependen del
valor de las funciones que definen el dia´metro del eje dA(z) y dI(z) en la posicio´n









En el modelo FEM1, el valor de las funciones que definen el dia´metro del eje en funcio´n
de la posicio´n se define segu´n la ecuacio´n 4.7. En esta ecuacio´n, el valor del dia´metro
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especificado en la porcio´n del eje bajo los engranajes se define de acuerdo a las recomen-
daciones de la norma ISO 6336-1 [11].
dA(z) = dI(z) =

dsh si − zg ≤ z < −b/2
dsh+d
2 si − b/2 ≤ z ≤ b/2
dsh si b/2 < z ≤ L− zg
(4.7)
4.6 Modelo de elementos finitos FEM2 para el estudio ten-
sional de transmisiones por engranaje
En el apartado 4.5 se describe la generacio´n del modelo de elementos finitos FEM1 que
permite tener en cuenta la deformacio´n de los ejes cuando se analiza una transmisio´n
de engranajes bajo carga. En este modelo se define una superficie r´ıgida alrededor de
las geometr´ıas de contacto que impide que estas se retuerzan, despreciando as´ı cualquier
efecto derivado de este comportamiento.
A medida que se incrementa el cociente entre el ancho de cara y el dia´metro primitivo
de alguno de los engranajes, los efectos derivados de la deformacio´n por torsio´n de las
geometr´ıas del engranaje pueden cobrar especial importancia, y por lo tanto, no tenerlos
en cuenta en los ana´lisis puede dar lugar a pe´rdidas importantes de la precisio´n de los
resultados. A tal efecto, se plantea un nuevo modelo de elementos finitos (FEM2), que
adema´s de tener en cuenta las deformaciones de los ejes, permite considerar la torsio´n
de las geometr´ıas de los engranajes.
El modelo FEM2 esta´ basado en el modelo FEM1, pero se realizan cambios en la
manera en la que las geometr´ıas de contacto se relacionan con la porcio´n de los ejes
bajo los engranajes. Estos cambios se representan en la figura 4.9, donde se muestra la
relacio´n entre la geometr´ıa de contacto y el eje en el modelo FEM2. En este caso la
superficie r´ıgida que un´ıa los nodos de las partes laterales e inferior del anillo a un nodo
de referencia se sustituye por un grupo de aristas r´ıgidas independientes que rodean
el anillo del engranaje. Estas aristas r´ıgidas esta´n conectadas r´ıgidamente a nodos de
referencia que se encuentran sobre el eje de dicho engranaje, y que se unen unos a
otros mediante elementos finitos de tipo viga. Como consecuencia, cada una de las
secciones transversales de la rueda dentada puede tener movimiento relativo respecto a
las secciones contiguas.
A partir del modelo FEM2 se derivan dos submodelos de elementos distintos, denomina-
dos FEM2.1 y FEM2.2. Las diferencias entre ambos modelos residen en las funciones
dI(z) y dA(z) consideradas, a partir de las cuales, y utilizando las ecuaciones 4.5 y 4.6,














Figura 4.10: Modelo de elementos finitos FEM2
se calculan los dia´metros dIe y dAe que se utilizan para el ca´lculo de las propiedades de
la seccio´n transversal de cada uno de los elementos que conforman el eje.
En el modelo de elementos finitos FEM2.1, las funciones dI(z) y dA(z) se defininen me-
diante la expresio´n 4.7, utilizada previamente en el modelo FEM1. Las caracter´ısticas
del modelo FEM2.2 se exponen a continuacio´n.
4.6.1 Modelo de elementos finitos FEM2.2 para tener en cuenta los
cambios bruscos de seccio´n en las zonas cercanas al engranaje
En los modelos de elementos finitos de la transmisio´n FEM1 y FEM2.1, los ejes de las
transmisiones de engranajes se modelizan mediante el uso de elementos finitos de tipo
viga, consiguiendo de esta forma una ventaja computacional sobre el modelo FEM0,
en el que los ejes se modelizan mediante elementos so´lidos tridimensionales, sin que ello
repercuta en una pe´rdida significativa de la precisio´n global del modelo. Como se ha
comentado en el apartado 4.2.2, los elementos finitos de tipo viga utilizados en este
trabajo para simular el comportamiento bajo carga de los ejes se formulan bajo las
hipo´tesis de la teor´ıa de vigas de Timoshenko (ref. Abaqus B31).
En el apartado 4.2.2 se ha descrito como las propiedades de la seccio´n transversal aso-
ciada a los elementos viga dependen de las magnitudes dIe y dAe. La magnitud dIe rep-
resenta el dia´metro de la seccio´n circular considerada para el comportamiento a flexio´n
del elemento viga, y se calcula mediante la ecuacio´n 4.5 a partir de la funcio´n dI(z). La
magnitud dAe representa el dia´metro de la seccio´n circular considerada para el compor-
tamiento a cortante del elemento viga, y se calcula mediante la ecuacio´n 4.6 a partir
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de la funcio´n dA(z). En los modelos FEM1 y FEM2.1, las funciones dI(z) y dA(z) se
definen mediante la expresio´n 4.7, que incluye una variacio´n brusca del dia´metro en los
puntos z = −b/2 y z = b/2, que da lugar a cambios bruscos en la seccio´n transversal de
los ejes.
Como se ha observado en el apartado 3.4, cuando un eje de engranaje se estudia bajo
la teor´ıa de vigas de Timoshenko, en las partes extremas del engranaje, en las que se
produce un cambio brusco de la seccio´n transversal de la viga, la rigidez a flexio´n es
menor de lo que se asume en realidad, ya que parte de la seccio´n no se opone realmente
a la flexio´n. En dicho apartado se han propuesto medidas que permiten corregir los
errores que se cometen cuando existen estos cambios bruscos de seccio´n, que consisten
en la consideracio´n de un dia´metro equivalente para el ca´lculo del momento de inercia
de la seccio´n, que var´ıa linealmente en lugar de hacerlo de forma abrupta, dando lugar
a unos tramos co´nicos de transicio´n cuyo a´ngulo de apertura es de φ = 40o.
En este apartado se propone un nuevo modelo de elementos finitos (FEM2.2). Este
modelo es ide´ntico al modelo FEM2.1 expuesto en el apartado anterior, pero en este
caso la funcio´n dI(z) no se define mediante la expresio´n 4.7, sino que se utiliza una nueva
definicio´n cuyo propo´sito es tener en cuenta la disminucio´n de la rigidez a flexio´n que se
produce debido a los cambios bruscos de seccio´n. Siguiendo las conclusiones obtenidas en




dsh si − zg ≤ z < −b/2
min (dsh + (b+ 2 · z) · tan 40o, d) si − b2 ≤ z < 0
min (dsh + (b− 2 · z) · tan 40o, d) si 0 ≤ z ≤ b2
dsh si b/2 < z ≤ L− zg
(4.8)
En funcio´n de la magnitud del dia´metro de paso del engranaje (d), del dia´metro del eje
(dsh) y del ancho de cara del engranaje (b), la expresio´n 4.8 mediante la que se define
la funcio´n dI(z) da lugar a dos situaciones distintas:
(i) Cuando d ≥ dsh + b · tan 40o, la funcio´n dI(z) no alcanza el valor del dia´metro
primitivo del engranaje, como se ilustra en la figura 4.11a.
(ii) Cuando d < dsh+b·tan 40o, la funcio´n dI(z) alcanza el valor del dia´metro primitivo
del engranaje, como se ilustra en la figura 4.11b.
Por otra parte, en el modelo FEM2.2 la funcio´n dA(z) mantiene el valor definido por
la expresio´n 4.7.







Figura 4.11: Dia´metros del eje para su comportamiento ante esfuerzos a flexio´n para
(a) el caso donde no se alcanza el dia´metro primitivo y (b) el caso que se alcanza el
dia´metro primitivo.
4.7 Definicio´n de las posiciones de ana´lisis de los modelos
de elementos finitos de la transmisio´n
Habitualmente, los ana´lisis tensionales de transmisiones de engranajes por el me´todo de
los elementos finitos se realizan para una pareja espec´ıfica de dientes, denotada por T (0),
pues los resultados de estos ana´lisis tienden a repetirse c´ıclicamente para cada una de las
parejas de dientes que entran en contacto durante el funcionamiento de la transmisio´n.
La pareja de dientes que precede a T (0) en el ciclo de engrane se denota por T (−1),
mientras que la pareja de dientes que la sigue en el ciclo de engrane se denota por T (+1).
Para realizar el ana´lisis tensional de la pareja de dientes denotada por T (0), se definen
ana´lisis esta´ticos en distintas posiciones de ana´lisis o de contacto, repartidas a lo largo
de dos ciclos completos de engrane. Cada ciclo de engrane corresponde a una rotacio´n





La posicio´n angular del pin˜o´n se define por la variable φ(1), que mide el a´ngulo existente
entre el plano medio del diente T (0) del pin˜o´n y el plano axial, como se ilustra en la
figura 4.12. La posicio´n angular de la rueda viene definida por la variable φ(2), que mide
el a´ngulo existente entre el plano medio del diente T (0) de la rueda y el plano axial. La
magnitud de φ(1) se considera positiva si dicha posicio´n se alcanza debido a la accio´n
de un par aplicado en el pin˜o´n en direccio´n Z+. Debido a la accio´n conjugada de los
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Figura 4.12: Definicio´n de la posicio´n angular el pin˜o´n y de la rueda
La posicio´n inicial del estudio vendra´ definida por la posicio´n del pin˜o´n φ
(1)
ini, correspon-
diente a la posicio´n en la que el contacto r´ıgido de la pareja de dientes T (−1) se produce
en el plano axial, como se ilustra en la figura 4.13a. La posicio´n final del estudio vendra´
determinada por la posicio´n del pin˜o´n φ
(1)
fin, correspondiente a la posicio´n en la que el
contacto r´ıgido de la pareja de dientes T (+1) se produce en el plano axial, como se ilustra
en la figura 4.13b. La magnitud de la rotacio´n total considerada (θ) vendra´ dada por:
θ = φ
(1)





























Figura 4.13: Definicio´n de ciclo de engrane
La rotacio´n total se divide en n posiciones de ana´lisis equidistantes, denotadas por i (i =
1..n). La posicio´n angular del pin˜o´n en cada posicio´n de ana´lisis vendra´ determinada
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por la ecuacio´n 4.11. La posicio´n angular de la rueda para cada posicio´n de ana´lisis se






ini + (i− 1) ·
θ
n− 1 (4.11)
Si se especifica un nu´mero impar de posiciones de contacto, en la posicio´n central del
ana´lisis el contacto r´ıgido de la pareja de dientes T (0) se producira´ en el plano axial.
4.8 Obtencio´n de resultados a partir de los modelos de
elementos finitos propuestos
El resultado primario obtenido a partir de un ana´lisis tensional realizado por el me´todo de
los elementos finitos es la magnitud del desplazamiento asociado a cada uno de los grados
de libertad de los nodos que componen el modelo. A partir de estos desplazamientos,
los algoritmos de postprocesado presentes en los programas de ana´lisis son capaces de
proporcionar otros resultados relevantes que se derivan a partir de los desplazamientos
en los nodos, como las distribuciones de tensio´n o de deformacio´n.
No obstante, existen otros resultados que son de intere´s para el disen˜ador de engranajes
que no se pueden obtener de forma directa a partir de los programas convencionales de
ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos, como el error de transmisio´n, el factor
de distribucio´n longitudinal de la carga o la desalineacio´n entre engranajes. En este
apartado se describen los procedimientos que permiten obtener estos resultados a partir
de los modelos de elementos finitos descritos anteriormente.
4.8.1 Determinacio´n del error de transmisio´n
El error de transmisio´n describe en que´ medida una transmisio´n por engranajes se desv´ıa
de ofrecer una relacio´n constante entre la velocidad angular de su eje de entrada y la
velocidad angular de su eje de salida. Puede representarse en el dominio del tiempo
como una funcio´n dependiente de la posicio´n angular de uno de los ejes de la transmisio´n,
generalmente del eje de entrada.
El concepto de error de transmisio´n fue introducido por Harris [129], definie´ndolo como
la diferencia angular entre la posicio´n que ocupa la rueda y la posicio´n teo´rica que deber´ıa
ocupar con respecto al pin˜o´n si el movimiento entre los engranajes fuese perfectamente
conjugado.
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Considere una pareja de ruedas dentadas, cuyas superficies de contacto describen un
perfil de evolvente perfecto, girando sobre sus respectivos ejes, perfectamente alineados.
Si se asume que ambos engranajes se comportan como so´lidos r´ıgidos, su posicio´n angular













En la ecuacio´n 4.12, z1 y z2 representan el nu´mero de dientes del pin˜o´n y de la rueda,
respectivamente. Por otra parte, la magnitud de φ
(1)
i se considera negativa cuando las
dos ruedas tienen dentado exterior, y positiva cuando una de las ruedas tiene dentado
interior.
Si se permite que las superficies de contacto de los engranajes posean desviaciones de sus
posiciones teo´ricas y se tienen en cuenta las deformaciones ela´sticas de los componentes
de la transmisio´n, la igualdad mostrada en la ecuacio´n 4.12 deja de ser cierta, apareciendo
un desfase o error de transmisio´n (∆φi), de manera que:
∆φi + φ
(2)




La magnitud del error de transmisio´n se considera positiva cuando la posicio´n real de la
rueda se avanza a su posicio´n teo´rica, y negativa si la posicio´n real de la rueda se atrasa
con respecto a su posicio´n teo´rica [129].
De acuerdo con Mark [130], para una posicio´n de contacto dada, existen dos contribu-
ciones aditivas que afectan al error de transmisio´n: una debida al error de transmisio´n
en ausencia de carga (∆φ
(u)








donde el super´ındice (u) significa que la magnitud se mide en ausencia de carga y el
super´ındice (l) significa que la magnitud se mide bajo carga.
La diferencia entre el error de transmisio´n ma´ximo y el error de transmisio´n mı´nimo
determinara´ el valor ma´ximo entre picos de la funcio´n de error de transmisio´n (∆φmax):
∆φmax = max(∆φi)−min(∆φi) (4.15)
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El predisen˜o de la funcio´n de error de transmisio´n en ausencia de carga puede ayudar a
reducir el valor ma´ximo entre picos de la funcio´n de error de transmisio´n, de manera que
el error de transmisio´n en ausencia de carga compense en parte al error de transmisio´n
bajo carga.
Determinacio´n del error de transmisio´n en ausencia de carga
El error de transmisio´n en ausencia de carga (∆φ
(u)
i ) se origina por las desviaciones
geome´tricas de las superficies de contacto de los dientes de engranaje. Esta´s desviaciones
pueden ser intencionadas [131–136] o fruto de errores de fabricacio´n y montaje. Cuando
las superficies de contacto corresponden a perfiles de evolvente sin desviaciones y las




Existen diversos me´todos para el ca´lculo del error de transmisio´n en ausencia de carga,
basados en la simulacio´n del engrane entre el pin˜o´n y la rueda, asumiendo que sus
superficies de contacto experimentan un movimiento de so´lido r´ıgido.
En este trabajo, la simulacio´n del engrane entre pin˜o´n y rueda se ha realizado mediante
el me´todo propuesto por Sheveleva [27]. E´ste es un me´todo nume´rico que tiene en
cuenta la posicio´n que ocupan las superficies de contacto de los engranajes y minimiza
la distancia entre ellas hasta que se alcanza el contacto. Este me´todo permite analizar
transmisiones con contacto lineal, puntual o en los bordes, y se ha utilizado comu´nmente
para el ca´lculo de errores de transmisio´n en otros trabajos similares [59, 117].
La relacio´n entre el a´ngulo girado por el pin˜o´n (φ(1)) y el a´ngulo girado por la rueda
para alcanzar el contacto (φ(2)) proporcionara´ la funcio´n de errores de transmisio´n en
ausencia de carga, que dependera´ u´nicamente de las geometr´ıas de los dientes del pin˜o´n
y de la rueda y de la posicio´n relativa de las ruedas.
A partir de este me´todo el error de transmisio´n sin carga se obtiene como una funcio´n
discreta utilizando la siguiente expresio´n:
∆φ
(u)








i son las rotaciones angulares que hacen que el pin˜o´n y la
rueda, respectivamente, este´n en contacto en ausencia de carga para cada posicio´n de
estudio i. El signo de φ
(1)
i se considera negativo cuando las dos ruedas poseen dentado
exterior, y positivo cuando una de las ruedas posee dentado interior.
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El conjunto de valores de ∆φ
(u)
i representa la funcio´n del error de transmisio´n en ausencia
de carga. Esta funcio´n se debe an˜adir a la funcio´n de error de transmisio´n bajo carga
(∆φ
(l)
i ) para obtener la funcio´n del error de transmisio´n total (∆φi).
Determinacio´n del error de transmisio´n bajo carga
El error de transmisio´n bajo carga (∆φ
(l)
i ) se origina por las deformaciones ela´sticas de
los componentes de la transmisio´n.
El procedimiento para la determinacio´n del error de transmisio´n bajo carga es el sigu-
iente:
1. Para cada posicio´n de ana´lisis i, se determina mediante el ana´lisis del modelo de
elementos finitos considerando la rotacio´n del nodo A1, denotada por θ
(A1)
i , sobre
el que se aplica el par (figura 1.13).
2. El error de transmisio´n bajo carga para la posicio´n de contacto i se obtiene medi-
ante la ecuacio´n 4.17.
∆φ
(l)




En la ecuacio´n 4.17 no se tiene en cuenta el giro del eje de salida, pues su rotacio´n
se considera restringida en los modelos de elementos finitos descritos. La magnitud
de θ
(A1)
i se considera negativa cuando los dos engranajes tienen dentado exterior,
y positiva cuando uno de los engranajes tiene dentado interior.
El conjunto de valores de ∆φ
(l)
i representa la funcio´n del error de transmisio´n bajo carga.
Esta funcio´n se debe an˜adir a la funcio´n de error de transmisio´n en ausencia de carga
(∆φ
(u)
i ) para obtener el error de transmisio´n total (∆φi).
4.8.2 Determinacio´n de la funcio´n de intensidad de carga
Los transmisiones de engranajes transmiten potencia a trave´s del contacto entre los
dientes de las ruedas dentadas. Como consecuencia de este contacto, se genera una
distribucio´n de presio´n de contacto sobre las superficies de los dientes de la rueda y del
pin˜o´n, que se puede describir mediante la funcio´n p(u, v). En esta funcio´n, la variable
v es la coordenada intr´ınseca de la superficie de contacto en la direccio´n longitudinal
del diente y la variable u es la coordenada intr´ınseca de la superficie de contacto en la
direccio´n del perfil del diente, como se ilustra en la figura 4.14.















Figura 4.14: Distribucio´n de carga teo´rica y distribucio´n de carga real en un engranaje
cil´ındrico recto
La determinacio´n de la distribucio´n de presio´n de contacto en las superficies de los en-
granajes cuando estos transmiten potencia, y especialmente de sus valores ma´ximos, es
de intere´s para los disen˜adores de engranajes, pues de ella son dependientes la durabili-
dad de las superficies de contacto y la resistencia a la flexio´n de los dientes del engranaje,
que junto con otros para´metros determinan la capacidad de carga de una transmisio´n
dada. Como explica Hotait [20], los valores que adopta la funcio´n de distribucio´n de
presio´n de contacto esta´n relacionados con la forma en la que la cargas se distribuyen a
lo largo de las superficies de contacto. Por ese motivo, la obtencio´n de la distribucio´n de
las fuerzas de contacto a lo largo del ancho de cara del engranaje ha sido un problema
extensamente abordado en la literatura [50, 64, 70, 127, 137, 138].
La forma en la que las fuerzas de contacto se distribuyen a lo largo del ancho de cara del
engranaje se caracteriza habitualmente por la funcio´n de intensidad de carga [10, 11],
denotada por W (v). La intensidad de la carga representa la fuerza por unidad de
longitud que actu´a sobre cada una de las secciones de la superficie del diente a lo largo
de su ancho de cara. La figura 4.14 muestra un ejemplo de la variacio´n de la intensidad
de carga en un caso en el que la huella de contacto no cubre la totalidad del ancho de
cara.
La funcio´n de intensidad de carga se puede calcular integrando la funcio´n de distribucio´n
de presio´n de contacto en la direccio´n del perfil del diente entre el punto inferior (uo) y




p(u, v) du (4.18)
Como resultado del ana´lisis del modelo de elementos finitos de la transmisio´n, se obtiene
un conjunto de valores de presio´n de contacto en los nodos presentes en la huella de
contacto, que definen la funcio´n p(u, v). Por ese motivo, cuando se desee calcular la
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funcio´n de intensidad de carga a partir de los resultados obtenidos de un ana´lisis por el
me´todo de los elementos finitos, la integral presente en las ecuacio´n 4.18 debera´ evaluarse
nume´ricamente. Entre los distintos me´todos nume´ricos de integracio´n disponibles, para
este propo´sito se ha favorecido la utilizacio´n de la conocida regla del trapecio [139].
De esta manera, para cada coordenada v, en la que hay situados nv nodos, el valor de
la funcio´n de intensidad de carga se puede aproximar mediante la ecuacio´n 4.19. En
esta ecuacio´n rn y rn+1 son los vectores de posicio´n de los nodos n y n + 1, como se
ilustra en la figura 4.15. Por otra parte, pn y pn+1 son los valores de presio´n de contacto













Figura 4.15: Numeracio´n de los nodos asociados a una coordenada v
Para facilitar la interpretacio´n de los datos, resulta interesante hacer un cambio de
variable y sustituir la coordenada intr´ınseca v de la superficie de contacto del di-
ente por la coordenada Cartesiana z, correspondiente al sistema global de coordenadas
(W (u)→W (z)).
La calidad de la definicio´n de la funcio´n de intensidad de carga obtenida por este me´todo
a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos de la transmisio´n dependera´ de la
densidad de la malla de elementos finitos dentro de la huella de contacto.
4.8.3 Determinacio´n de la funcio´n de reparto de carga entre dientes
La razo´n de contacto se puede considerar como el nu´mero medio de parejas de dientes
en contacto durante un ciclo de engrane [1]. En transmisiones por engranaje con razones
de contacto inferiores a 2, el contacto se produce de forma simultanea entre una o dos
parejas de dientes. Cuando el contacto se produce entre dos parejas de dientes, la carga
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total transmitida se reparte entre los dientes engranados, y la cantidad de carga que
recae sobre cada diente se cuantifica mediante un factor adimensional llamado factor de
reparto de carga (LSF).
Para una posicio´n de contacto dada (i), el coeficiente de reparto de carga se puede
calcular a partir de la carga transmitida por una pareja de dientes (Fi) y de la carga





La carga total transmitida por un diente (Fi) se puede calcular integrando la funcio´n de




W (z) dz (4.21)
Cuando la funcio´n de intensidad de carga se determina a partir del me´todo descrito en el
apartado 4.8.2, es conveniente evaluar la integral anterior utilizando me´todos nume´ricos.
A tal efecto, en este trabajo se ha utilizado la regla del trapecio [139].
La carga total transmitida por el engranaje (FT ) se puede obtener como la suma de las





El conjunto de valores de LSFi representa la funcio´n de reparto de carga. La figura 4.16
muestra una funcio´n t´ıpica de reparto de carga, obtenida por Spitas [140] a partir de
ensayos experimentales. Las funciones de reparto de carga tienen cara´cter no lineal,
puesto que su valor dependera´ del disen˜o de la transmisio´n y de la carga transmitida.
Para un diente dado del engranaje, la primera posicio´n del ciclo de engrane en la que
LSF = 100% se denota por LPSTC, y se define por la posicio´n angular del pin˜o´n
φLPSTC . La u´ltima posicio´n del ciclo de engrane en la que LSF = 100% se denota
por HPSTC, y se define por la posicio´n angular del pin˜o´n φHPSTC . Entre estas dos
posiciones la carga es transmitida por una u´nica pareja de dientes.
Los conceptos funcio´n de reparto de carga, as´ı como las posiciones inicial y final de
contacto u´nico, se utilizan habitualmente como para´metros de disen˜o de engranajes [10,
11].
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Figura 4.16: Valores t´ıpicos de la funcio´n de reparto de carga
4.8.4 Determinacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga
El factor de distribucio´n longitudinal de la carga es un coeficiente que se utiliza comu´nmente
en las gu´ıas de disen˜o de engranajes [8–11] y que tiene en cuenta el efecto de la dis-
tribucio´n no uniforme de la carga a lo largo del ancho de cara del diente debido a la
desalineacio´n del engrane. Representa el cociente entre el valor ma´ximo y el valor medio





En la ecuacio´n 4.23, Wmax representa el valor ma´ximo de la funcio´n de intensidad de
carga, mientras que Wmed representa el valor medio de la funcio´n de intensidad de carga,
y se puede calcular dividiendo la carga transmitida por la pareja de dientes estudiada
(Fi) entre el ancho de cara del engranaje (b).
4.8.5 Determinacio´n de la desalineacio´n natural de los engranajes
La desalineacio´n de las ruedas dentadas es un problema comu´n en las transmisiones de
engranajes que reduce su vida u´til y tiene importantes consecuencias negativas en la
transmisio´n de potencia. Han sido varios los autores que han estudiado la influencia
de las desalineaciones de los engranajes sobre el funcionamiento de la transmision [15,
19, 20, 22, 51, 72, 73]. La mayor´ıa de autores se basan en la imposicio´n de cantidades
arbitrarias de desalineacio´n en los engranajes para estudiar que´ consecuencias tienen en
el funcionamiento y la capacidad de carga de la transmisio´n.
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A la vista de estas consecuencias, parece importante poder estimar, para un disen˜o
dado de la transmisio´n, la desalineacio´n a la que estara´n sometidos los engranajes du-
rante su funcionamiento. Aunque existen varios motivos por los cuales dos engranajes
pueden estar desalineados (por ejemplo, errores de fabricacio´n y montaje), una de las
contribuciones ma´s importantes a la desalineacio´n de los engranajes viene dada por las
deformaciones ela´sticas que se producen en los elementos que conforman la transmisio´n
durante la transmisio´n de potencia, tambie´n conocida como desalineacio´n natural de los
engranajes. Los trabajos que se pueden encontrar en la literatura sobre este tema son
escasos [97], y esto se debe parcialmente a que la mayor´ıa de los modelos de elementos
finitos presentes en la literatura u´nicamente consideran las geometr´ıas de contacto, y
por lo tanto, no permiten estudiar las deformaciones ela´sticas del resto de componentes
de la transmisio´n.
En este trabajo se han propuesto nuevos modelos de elementos finitos que incluyen el
comportamiento ela´stico de los ejes que soportan a los engranajes, y que por lo tanto
permiten estudiar la desalineacio´n natural que se produce en una transmisio´n dada
bajo unas condiciones de carga determinadas. En estos modelos de elementos finitos
la desalineacio´n natural que se produce entre el pin˜o´n y la rueda se puede determinar
considerando los desplazamientos que experimentan los nodos situados en las posiciones
C1, D1, C2 y D2 (figura 4.18) debido a la transmisio´n de carga.
Habitualmente, la desalineacio´n de los engranajes se divide en tres categorias [15, 20]:
(ii) Desalineacio´n angular en el plano de paso (figura 4.17a).
(ii) Desalineacio´n angular en el plano axial (figura 4.17b).
(iii) Desalineacio´n en paralelo provocada por un cambio en la distancia entre los centros
de los engranajes (figura 4.17c).
La desalineacio´n de la rueda respecto al pin˜o´n en el plano de paso se considera mediante
la magnitud ∆γd, mostrada en la figura 4.18a. El sub´ındice d indica que esta desalin-











γ es el vector que une las posiciones deformadas de los puntos C1 y D1 en el
plano de paso y v
(2)
γ es el vector que une las posiciones deformadas de los puntos C2 y
D2 en el mismo plano, como se muestra en la figura 4.18a.
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(a) (b) (c)
Figura 4.17: Componentes de desalineacio´n de los engranajes. (a) Desalineacio´n
angular en el plano de paso, (b) desalineacio´n angular en el plano axial y (c) variacio´n
en la distancia entre centros
La desalineacio´n de la rueda respecto al pin˜o´n en el plano axial se considera mediante la











ν es el vector que une las posiciones deformadas de los puntos C1 y D1 en el
plano axial y v
(2)
ν es el vector que une las posiciones deformadas de los puntos C2 y D2
en el mismo plano, como se muestra en la figura 4.18b.
Los desplazamientos relativos de la rueda con respecto al pin˜o´n se tienen en cuenta
mediante las magnitudes ∆xd, ∆yd y ∆zd, que se obtienen de la siguiente forma:






































































































Cuantificar la magnitud de la desalineacio´n entre los engranajes puede ayudar a proponer
modificaciones que mejoren sus condiciones de trabajo y su duracio´n [141].
4.9 Comparacio´n de los modelos de elementos finitos prop-
uestos
En este cap´ıtulo se han propuesto nuevos modelos de elementos finitos para realizar
el ana´lisis tensional y deformacional de transmisiones de engranajes, considerando la
deformacio´n natural de los ejes que los sustentan.
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Tabla 4.2: Datos de disen˜o para los casos de estudio
Magnitudes Caso I Caso II Caso III
Mo´dulo normal, m [mm] 1.5 1.5 1.5
A´ngulo de presio´n normal, α [grados] 25 25 25
Nu´mero de dientes del pin˜o´n, z1 20 20 31
Nu´mero de dientes de la rueda, z2 31 20 31
Ancho de cara, b = b1 = b2 [mm] 20 20 20
Dia´metro del eje del pin˜o´n, dsh1 [mm] 20 20 20
Dia´metro del eje de la rueda, dsh2 [mm] 25 20 25
Par nominal aplicado, T [Nm] 50 50 50
Distancia entre apoyos, L [mm] 100 100 100
Posicio´n de montaje de los engranajes, zg [mm] 40 40 40
De los modelos propuestos, uno no contempla simplificaciones significativas de las ge-
ometr´ıas que conforman los modelos de elementos finitos analizados (modelo FEM0).
Como consecuencia, la precisio´n de los resultados obtenidos dependera´, principalmente,
del grado de refinamiento y de la calidad de la malla de elementos finitos con la que se
discretizan las geometr´ıas estudiadas. Aunque es previsible que el coste computacional
asociado a este modelo de elementos finitos sea elevado, el hecho de que no contemple
simplificaciones en las geometr´ıas analizadas permitira´ que sea utilizado como modelo
de referencia en comparaciones con los otros modelos propuestos.
El resto de modelos de elementos finitos propuestos (FEM1, FEM2.1 y FEM2.2), se
basan en un conjunto de simplificaciones que permitira´n reducir el coste computacional
asociado al modelo de elementos finitos FEM0. No obstante, esta reduccio´n de coste
computacional tendra´ asociada una reduccio´n de la precisio´n de los resultados obtenidos
con estos modelos, que dependera´, principalmente, del grado de cumplimiento de las
hipo´tesis en las que se basan las simplificaciones realizadas.
En esta apartado se realizara´ una comparacio´n de los distintos modelos de elementos
finitos presentados en este cap´ıtulo para el ana´lisis tensional de transmisiones por en-
granaje. La investigacio´n se realiza considerando tres casos de estudio distintos, basados
en el modelo f´ısico mostrado en la figura 1.13, y cuyos datos de disen˜o se resumen en
la tabla 4.2. El estudio se ha realizado considerando una transmisio´n de engranajes
cil´ındricos rectos, aunque los me´todos descritos son aplicables a cualquier tipo de en-
granaje.
El caso de estudio I corresponde a un caso esta´ndar de disen˜o. El caso de estudio II
corresponde a un caso de disen˜o donde la deformacio´n torsional de la geometr´ıa del pin˜o´n
tendra´ una gran influencia sobre el estado tensional resultante, puesto que el cociente
entre ancho de cara y dia´metro de paso es elevado. Por u´ltimo, el caso de disen˜o III
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Tabla 4.3: Para´metros para la discretizacio´n de las geometr´ıas de contacto en ele-
mentos finitos
Magnitudes Pin˜o´n Rueda
Nodos en direccio´n longitudinal 65 65
Nodos en la parte inferior del anillo 1 1
Nodos en la parte superior del anillo 2 2
Nodos en el redondeo 4 4
Nodos en la direccio´n del perfil 35 35
Punto de posicionamiento 1.2 1.2




Nodos Elementos Nodos Elementos Nodos Elementos
I 661450 623148 127648 105548 127648 105548
II 547978 513072 127648 105548 127648 105548
III 774922 733224 127648 105548 127648 105548
corresponde a un caso de disen˜o donde la deformacio´n torsional tendra´ un bajo impacto
sobre el estado tensional de la transmisio´n, y por tanto, sera´ despreciable.
Los para´metros que definen la densidad de la malla de los distintos modelos de elementos
finitos (ver figura 4.6) se detallan en la tabla 4.3. Considerando un modelo de elementos
finitos con tres parejas de dientes, estos para´metros de mallado implican la presencia de
63717 nodos y 52668 elementos en la geometr´ıa de contacto del pin˜o´n y 63717 nodos y
52668 elementos en la geometr´ıa de contacto de la rueda.
La totalidad de nodos y elementos considerados en cada uno de los modelos de elementos
finitos de los distintos casos estudiados se resume en la tabla 4.4. Se muestra un valor
u´nico (FEM2) para los modelos FEM2.1 y FEM2.2 puesto que el nu´mero de nodos
y elementos del modelo es el mismo en ambos casos, debido a que la u´nica diferencia
entre ellos reside en las propiedades asignadas a los elementos finitos de tipo viga que
conforman el eje. Se puede observar como en todos los casos de estudio el modelo
de elementos finitos FEM0 tiene un mayor taman˜o, en te´rminos de nu´mero de nodos
y elementos, que el resto de los modelos. Esto se debe a la necesidad de mallar con
elementos so´lidos tridimensionales los volu´menes de las geometr´ıas de los ejes y de los
cuerpos de los engranajes. Esta necesidad hace que el nu´mero de nodos y de elementos
del modelo FEM0 tambie´n var´ıe en funcio´n del volumen a mallar, mientras que en los
modelos FEM1 y FEM2 el nu´mero de nodos y elementos permanece constante en todos
los casos.
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Tabla 4.5: Condiciones de contorno aplicadas a los modelos de elementos finitos
Nodo ux uy uz θx θy θz
A1 R R R L L L
B1 R R L L L L
A2 R R R L L L
B2 R R L L L R
(R=Restringido, L=Libre)
Las condiciones de contorno aplicadas en los modelos de elementos finitos se resumen
en la tabla 4.5. Las variables ux, uy y uz hacen referencia a los grados de libertad de
traslacio´n en cada uno de los ejes del sistema global de coordenadas. Las variables θx,
θy y θz hacen referencia a los grados de libertad de rotacio´n en dichos ejes.
En los nodos A1 y A2 se restringen todos los movimientos de traslacio´n, mientras que en
los nodos B1 y B2 u´nicamente se restringen aquellas translaciones en el plano transversal
al eje, dejando el movimiento axial libre. Los movimientos de rotacio´n se dejan libres en
todos los apoyos, excepto la rotacio´n θz del nodo B2, que restringe el giro de la trans-
misio´n. De esta manera se simula que la transmisio´n esta´ instalada sobre rodamientos
autoalineantes. Se considera un par torsor de 50 N ·m aplicado sobre el nodo A1.
Los diferentes casos de estudio se han investigado considerando dos ciclos completos de
engrane, correspondientes a una rotacio´n del pin˜o´n sobre el eje de magnitud θ, cuyo
valor se define mediante la ecuacio´n 4.10. Se han considerado 21 posiciones de ana´lisis,
uniformemente espaciadas a lo largo de los dos ciclos de engrane.
La figura 4.19 muestra las distribuciones de presiones de contacto a partir del ana´lisis
de los distintos modelos de elementos finitos presentados anteriormente, para el caso de
estudio I, cuando la pareja de dientes T (0) contacta en la l´ınea de paso (i = 11).
En la figura 4.19a, correspondiente a los resultados obtenidos mediante el modelo FEM0,
se puede observar que se produce una concentracio´n de las presiones de contacto en la
zona anterior del diente, donde la presio´n de contacto alcanza un valor de 1836 MPa.
Este feno´meno se repite en los resultados obtenidos a partir de los modelos FEM1
(figura 4.19b), FEM2.1 (figura 4.19c) y FEM2.2 (figura 4.19d). Mientras que los
modelos FEM2.1 y FEM2.2 los resultados obtenidos son muy similares al modelo de
referencia (FEM0), el modelo FEM1 predice una magnitud inferior para la presio´n de
contacto ma´xima, debido a que este modelo no considera el efecto de la torsio´n de la
geometr´ıa del engranaje. Como consecuencia de las superficies r´ıgidas que envuelven a
las geometr´ıas de contacto en el modelo FEM1, estas geometr´ıas presentan un compor-
tamiento ma´s r´ıgido que el resto de modelos, que tiende a favorecer un mejor reparto de




Presión de contacto ( )MPa
+150+300+450+600+750+900+1050+1200+1350+1500+1650+1800
Máx. presión de contacto: 1836 MPa Máx. presión de contacto: 1557 MPa
Máx. presión de contacto: 1852 MPa Máx. presión de contacto: 1835 MPa
Figura 4.19: Formacio´n del contacto y distribucio´n de presiones de contacto para la
posicio´n i = 11 del caso I obtenida segu´n (a) modelo FEM0, (b) modelo FEM1, (c)
modelo FEM2.1 y (d) modelo FEM2.2
las fuerzas de contacto en la direccio´n longitudinal del diente, reduciendo de esta manera
los valores ma´ximos de presio´n de contacto.
La evolucio´n de la presio´n ma´xima de contacto a trave´s de las posiciones de contacto
investigadas del caso de estudio I se muestra en la figura 4.20. Se puede observar como los
modelos FEM2.1 y FEM2.2 presentan un buen ajuste al modelo de referencia FEM0
a lo largo de la mayor´ıa de las posiciones de contacto investigadas. Por el contrario,
el modelo FEM1 presenta un peor ajuste en todo el ciclo de engrane, siguiendo la
tendencia observada en la figura 4.19 para la posicio´n i = 11, y ofreciendo presiones de
contacto ma´s bajas en todas las posiciones de contacto investigadas.
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Figura 4.20: Evolucio´n de la presio´n ma´xima de contacto en los modelos de elementos
finitos del caso de estudio I
La figura 4.21 muestra la funcio´n de intensidad de carga, obtenida mediante el proced-
imiento descrito en el apartado 4.8.2, para el caso de estudio I, cuando la pareja de
dientes T (0) contacta en la l´ınea de paso (i = 11). Suponiendo un entorno ideal, sin
tener en cuenta posibles desalineaciones iniciales del engrane, la funcio´n de intensidad
de carga deber´ıa tener un valor constante de 184 N/mm a lo largo de todo el ancho
de cara del diente. En cambio, se observa en la funcio´n obtenida a partir del modelo
FEM0 que esta distribucio´n de carga no es uniforme a lo largo del ancho de cara, de-
bido a que las deformaciones ela´sticas de los elementos que componen la transmisio´n
desalinean el engrane. El uso de los modelos de elementos finitos FEM2.1 y FEM2.2
lleva a funciones de intensidad de carga muy similares a la que se obtienen utilizando
el modelo FEM0. En cambio, la funcio´n obtenida mediante el modelo FEM1 presenta
una desviacio´n mayor con respecto a los otros modelos, principalmente debido a que no
contempla los efectos derivados de la torsio´n del cuerpo del engranaje.
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Figura 4.21: Funcio´n de intensidad de carga en la posicio´n de ana´lisis i = 11 de los
distintos modelos de elementos finitos del caso de estudio I
Las funciones de intensidad de carga para la posicio´n de contacto i = 11 de los casos
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de estudio II y III se muestran en la figura 4.22. En los resultados obtenidos para
el caso de estudio II (figura 4.22a) se observa como los modelos FEM2.1 y FEM2.2
ofrecen un buen ajuste al modelo de referencia (FEM0). En cambio, la funcio´n obtenida
mediante el modelo FEM1 muestra grandes diferencias entre e´ste y el resto de modelos
estudiados. Esta diferencia se debe a que el modelo FEM1 no tiene en cuenta los efectos
derivados de la torsio´n del cuerpo del engranaje, que en el caso de estudio II tiene una
gran influencia.
FEM0 FEM1 FEM2.1 FEM2.2

























Figura 4.22: Funcio´n de intensidad de carga en la posicio´n de ana´lisis i = 11 de los
modelos de elementos finitos del (a) caso de estudio II y (b) caso de estudio III
Por otra parte, en la figura 4.22b se muestran las funciones de intensidad de carga
correspondientes al caso de estudio III. En este caso, suponiendo un entorno ideal sin
desalineaciones iniciales del engrane, la funcio´n de intensidad de carga deber´ıa poseer un
valor constante de 119 N/mm. Debido al mayor cociente entre el dia´metro primitivo del
pin˜o´n y el ancho de cara, la deformacio´n por torsio´n del cuerpo del pin˜o´n es menor, y en
consecuencia la funcio´n calculada mediante el modelo FEM1 tiene un mayor parecido
con la que se obtiene con los modelos FEM0, FEM2.1 y FEM2.2. Adema´s, debido
al incremento de rigidez en los ejes, que reduce la desalineacio´n entre los engranajes,
las funciones de intensidad de carga tienen una distribucio´n ma´s regular, alcanza´ndose
valores ma´ximos de intensidad de carga de menor magnitud que en los otros casos de
estudio.
Para obtener una medida del error cometido en el ca´lculo de las funciones de intensidad
de carga, se define el error relativo entre esas funciones como el a´rea comprendida entre
la funcio´n a comparar y la funcio´n de referencia, que en este caso es la obtenida mediante
el modelo FEM0. Para hacer este para´metro adimensional, esta a´rea se divide entre el
a´rea bajo la funcio´n de referencia. De acuerdo con esta definicio´n, la tabla 4.6 muestra
los errores relativos entre los modelos FEM1, FEM2.1 y FEM2.2 y el modelo de
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Tabla 4.6: Error relativo entre funciones de distribucio´n longitudinal de la carga
Caso FEM1 FEM2.1 FEM2.2
I 8.47% 2.67% 0.90%
II 11.98% 3.32% 1.65%
III 1.27% 2.08% 1.37%
referencia FEM0. Se puede observar que los modelos FEM2.1 y FEM2.2 cometen
errores pequen˜os (por debajo del 4%) en los tres casos, indicando que el ajuste entre
estas curvas es bueno en todo su dominio. En cambio, el modelo FEM1 solo ofrece buen
ajuste en el caso III, en el que la influencia de la torsio´n de los engranajes es menor.
La figura 4.23 muestra la evolucio´n del factor de reparto de carga, obtenido mediante
el procedimiento descrito en el apartado 4.8.3, para el caso de estudio I a lo largo de
las 21 posiciones de contacto investigadas. Todos los modelos situ´an el primer punto
de contacto en un u´nico diente (LPSTC) en la posicio´n de contacto i = 9, y el u´ltimo
punto de contacto en un u´nico diente (HPSTC) en la posicio´n de contacto i = 12. El
modelo FEM1 ofrece un elevado grado de aproximacio´n para este caso en todo el ciclo
de engrane, mientras que los modelos FEM2.1 y FEM2.2 presentan cierta desviacio´n
en las zonas donde el LSF es inferior a 1.
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Figura 4.23: Evolucio´n del factor de reparto de carga para el caso de estudio I
Por otra parte, la tabla 4.7 muestra los valores del factor de distribucio´n longitudinal de
la carga KHβ−FEM para cada caso de disen˜o, obtenidos segu´n el procedimiento descrito
en el apartado 4.8.4 en la posicio´n de contacto i = 11. Se observa como para este caso
de estudio el modelo FEM2.2 proporciona los valores ma´s cercanos a los del modelo
de referencia FEM0. Por el contrario, el modelo FEM2.1 proporciona valores ma´s
elevados, mientras que el modelo FEM1 proporciona valores de KHβ−FEM ma´s bajos
que el modelo FEM0.
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Tabla 4.7: Factor de distribucio´n longitudinal de la carga KHβ−FEM
Caso FEM0 FEM1 FEM2.1 FEM2.2
I 1.54 1.30 1.59 1.54
II 1.70 1.34 1.78 1.70
III 1.29 1.26 1.32 1.32
La figura 4.24 muestra la distribucio´n de tensiones de von Mises en el diente del pin˜o´n
para la posicio´n de contacto i = 11 del caso de estudio I, obtenida a partir del ana´lisis
de los distintos modelos de elementos finitos propuestos.




Máx. tensión de flexión: 321 MPa Máx. : 272 MPatensión de flexión
Máx. : 337 MPatensión de flexión Máx. : 323 MPatensión de flexión
Figura 4.24: Distribucio´n de tensiones de von Mises en la geometr´ıa del pin˜o´n para
la posicio´n i = 11 del caso I obtenida segu´n (a) modelo FEM0, (b) modelo FEM1,
(c) modelo FEM2.1 y (d) modelo FEM2.2
Se puede apreciar en la figura figura 4.24a que el modelo FEM0 predice una distribucio´n
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de tensiones de von Mises correspondiente a una distribucio´n no uniforme de la carga
a lo largo del ancho de cara del diente, repercutiendo en zonas elevadas de tensio´n
en su zona anterior. Este comportamiento se puede observar tambie´n en las ima´genes
correspondientes a los modelos FEM1 (figura 4.24b), FEM2.1 (figura 4.24c) y FEM2.2
(figura 4.24d).
Los niveles ma´ximos de tensio´n de flexio´n en la base del diente alcanzados con el modelo
FEM1 son inferiores a los alcanzados por los otros modelos, debido a que en este
caso no se tienen en cuenta los incrementos de tensio´n provocados por la torsio´n de los
engranajes. Por otra parte, los valores ma´ximos obtenidos con los modelos FEM2.1
y FEM2.2 son similares a los obtenidos con el modelo FEM0, aunque se aprecian
diferencias en las distribuciones de tensio´n de niveles ma´s bajos.
La evolucio´n de estas tensiones ma´ximas de flexio´n a lo largo de las posiciones de contacto
investigadas se muestra en la figura 4.25. En general, y como ocurre en en el caso de
las presiones ma´ximas de contacto (ver figura 4.20), los modelos FEM2.1 y FEM2.2
son los que presentan un mejor ajuste al modelo de referencia a lo largo de todas las
posiciones de contacto investigadas. El modelo FEM1 presenta un peor ajuste en
general, obtenie´ndose a partir de e´l tensiones de flexio´n inferiores a las del modelo de
referencia en todo el ciclo de engrane.
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Figura 4.25: Evolucio´n de la tensio´n ma´xima de flexio´n en los modelos de elementos
finitos del caso de estudio I en la base del diente (a) del pin˜o´n y (b) de la rueda
Por otra parte, se aprecia como los modelos FEM2.1 y FEM2.2 predicen tensiones
de flexio´n en la base del diente del pin˜o´n ma´s elevadas que las que se producen en el
modelo de referencia para las posiciones iniciales de contacto, y tensiones de flexio´n ma´s
bajas en las posiciones finales de contacto. Este efecto se invierte en la evolucio´n de las
tensiones en la rueda.
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En las posiciones de contacto centrales, cuando hay u´nicamente un diente en contacto y
las tensiones son ma´s elevadas, el mejor ajuste se produce utilizando el modelo FEM2.2,
puesto que el modelo FEM2.1, a pesar de ofrecer resultados ma´s precisos que el modelo
FEM1, ofrece peores resultados que el modelo FEM2.1.
La figura 4.26a muestra la funcio´n del error de transmisio´n ∆φi, calculado mediante
el procedimiento descrito en el apartado 4.8.1, a lo largo de las posiciones de contacto
estudiadas para el caso de estudio I. En este caso la funcio´n del error de transmisio´n
en ausencia de carga (∆φ
(u)
i ) es nula, debido a la accio´n conjugada de las superficies
de engranaje sin modificar, por lo que toda la contribucio´n a la funcio´n del error de
transmisio´n se debe al error de transmisio´n bajo carga (∆φ
(l)
i ).
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Figura 4.26: Funcio´n de errores de transmisio´n en los distintos modelos de elementos
finitos
La figura 4.26b muestra la funcio´n pico a pico del error de transmisio´n (∆φi) a lo largo
de las posiciones de contacto investigadas para el caso de estudio I. Se puede observar
que el modelo FEM0 ofrece un alto grado de repetitibilidad a lo largo de los dos ciclos
de engrane estudiados, puesto que el valor de la funcio´n se repite cada ciclo de engrane
(cada 11 posiciones de contacto estudiadas). Por otra parte, se observa que el resto
de modelos presenta irregularidades en este aspecto, especialmente en las posiciones de
contacto iniciales y finales, cuando la carga recae principalmente en los dientes T (−1) y
T (+1). Esto se debe principalmente a la diferencia de rigidez entre los distintos dientes,
provocada por la presencia de superficies o aristas r´ıgidas en los modelos de elementos
finitos.
La figura 4.27 muestra la evolucio´n de las desalineaciones de la rueda con respecto al
pin˜o´n para el caso de estudio I, a lo largo de todas las posiciones de contacto investigadas.
Por lo que refiere a las desalineaciones angulares, mostradas en las figuras 4.27a y 4.27b,
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alcanzan sus valores ma´ximos en aquellas posiciones donde el contacto recae en un u´nico
diente. La desalineacio´n angular calculada mediante el modelo FEM1 es inferior a la
calculada por los modelos FEM2.1 y FEM2.2, que a su vez son inferiores a la obtenida
a partir del modelo FEM0.
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Figura 4.27: Evolucio´n de las desalineaciones en los distintos modelos de elementos
finitos
La separacio´n de la rueda con respecto al pin˜o´n, mostrada en las figuras 4.27c y 4.27d,
muestra que su valor permanece pra´cticamente constante en todas las posiciones de
contacto investigadas, independientemente del modelo de elementos finitos utilizado para
calcularla. En este caso, los modelos FEM1, FEM2.1 y FEM2.2 proporcionan los
mismos valores de desalineacio´n, siendo su comportamiento ma´s r´ıgido que el del modelo
FEM0.
Por u´ltimo, la tabla 4.8 muestra un resumen del tiempo empleado para resolver los
casos de estudio planteados con los distintos modelos de elementos finitos. Los valores
mostrados corresponden a la media aritme´tica del tiempo invertido para resolver las
21 posiciones de ana´lisis en cada caso, en una estacio´n de trabajo convencional. Los
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Tabla 4.8: Tiempo de ca´lculo medio empleado para resolver los casos de estudio
planteados con los distintos modelos de elementos finitos
Caso FEM0 FEM1 FEM2.1 FEM2.2
I 9348 s 149 s 153 s 168 s
II 4994 s 131 s 132 s 141 s
III 14034 s 154 s 158 s 166 s
casos de estudio resueltos con el modelo FEM0 son los que ma´s tiempo de ca´lculo han
necesitado. Los modelos FEM1, FEM2.1 y FEM2.2 requieren de un tiempo similar
para resolver los modelos de los distintos casos de estudio. En el peor de los casos, el
tiempo de ca´lculo empleado por estos modelos es de varios o´rdenes de magnitud inferior
al empleado por el modelo FEM0 para resolver el mismo caso de estudio.
Se puede observar que el tiempo empleado por el modelo FEM0 depende de las carac-
ter´ısticas de la transmisio´n empleada, mientras que en los otros modelos el tiempo de
ca´lculo permanece pra´cticamente constante.
4.9.1 Influencia del nu´mero de dientes considerados en los modelos de
elementos finitos
El nu´mero de parejas de dientes considerados en los modelos de elementos finitos FEM2.1
y FEM2.2 puede tener cierta influencia sobre los resultados obtenidos a partir de su
ana´lisis. Por ese motivo, se ha investigado co´mo var´ıan los resultados obtenidos a partir
de los modelos de elementos finitos al considerar 3 y 5 parejas de dientes en el caso de
estudio I, propuesto en la tabla 4.2.
Las condiciones de contorno expuestas en la tabla 4.5 se mantienen, as´ı como los
para´metros de mallado detallados en la tabla 4.3. Como consecuencia del incremento
de dientes, los modelos de elementos finitos incrementan el nu´mero de nodos en 84420
nodos y el nu´mero de elementos en 70224 elementos.
La figura 4.28 muestra la funcio´n de intensidad de carga obtenida para la posicio´n de
contacto i = 11 segu´n el modelo de elementos finitos FEM2.1 (figura 4.28a) y el modelo
de elementos finitos FEM2.2 (figura 4.28b). En ambos casos se muestran las curvas
obtenidas mediante los modelos de elementos finitos que consideran 3 y 5 dientes, as´ı
como la curva obtenida mediante el modelo de referencia FEM0. En general, se observa
que en este caso utilizar modelos de elementos finitos con 3 o 5 parejas de dientes tiene un
impacto menor sobre las funciones de intensidad de carga. No obstante, se aprecia como
los modelos de elementos finitos que contemplan 5 dientes producen valores ma´ximos de
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intensidad de carga levemente inferiores a los obtenidos con los modelos de 3 dientes.
Esta diferencia se ve ma´s acentuada en los resultados obtenidos a partir del modelo
FEM2.1 que en los obtenidos a partir del modelo FEM2.2.
FEM0 3 dientes 5 dientes


























(a) Modelo FEM2.1 (b) Modelo FEM2.2
Figura 4.28: Funcio´n de intensidad de carga en la posicio´n de contacto i = 11 con-
siderando modelos de tres y cinco parejas de dientes.
La figura 4.29 muestra la evolucio´n de las presiones de contacto obtenidas a partir del
modelo de elementos finitos FEM2.1 (figuras 4.29a) y del modelo de elementos finitos
FEM2.2 (figuras 4.29b). En ambos casos se muestran las curvas obtenidas mediante los
modelos de elementos finitos que consideran 3 y 5 dientes, as´ı como la curva obtenida
mediante el modelo de referencia FEM0. Los resultados obtenidos a partir de los
modelos de 3 y 5 dientes muestran que el nu´mero de dientes considerados en los modelos
de elementos finitos tienen un impacto menor sobre los resultados de presio´n de contacto.
FEM0 3 dientes 5 dientes






























































(a) Modelo FEM2.1 (b) Modelo FEM2.2
Figura 4.29: Evolucio´n de las presiones ma´ximas de contacto al considerar modelos
de tres y cinco parejas de dientes.
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La figura 4.30 muestra la evolucio´n de las tensiones de flexio´n en el pin˜o´n y la rueda
obtenidas a partir del modelo de elementos finitos FEM2.1 (figuras 4.30a y 4.30b) y
del modelo de elementos finitos FEM2.2 (figuras 4.30c y 4.30d). En ambos casos se
muestran las curvas obtenidas mediante los modelos de elementos finitos que consideran
3 y 5 dientes, as´ı como la curva obtenida mediante el modelo de referencia FEM0. En
este caso s´ı aparecen diferencias sustanciales entre los resultados obtenidos al considerar
3 o 5 dientes. En general se observa que los modelos de 5 dientes predicen tensiones de
flexio´n ma´s similares a las obtenidas a partir del modelo de referencia FEM0.
FEM0 3 dientes 5 dientes




























































(a) Diente del pin˜o´n modelo FEM2.1 (b) Diente de la rueda modelo FEM2.1




























































(c) Diente del pin˜o´n modelo FEM2.2 (d) Diente de la rueda modelo FEM2.1
Figura 4.30: Evolucio´n de la tensio´n ma´xima de flexio´n al considerar modelos de tres
y cinco parejas de dientes.
La figura 4.31 muestra las funciones del error de transmisio´n obtenidas a partir del
modelo de elementos finitos FEM2.1 (figuras 4.31a) y del modelo de elementos finitos
FEM2.2 (figuras 4.31b). En ambos casos se muestran las curvas obtenidas mediante los
modelos de elementos finitos que consideran 3 y 5 dientes, as´ı como la curva obtenida
mediante el modelo de referencia FEM0. Se puede observar como en ambos casos
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se obtiene un mejor ajuste a la funcio´n de referencia obtenida con el modelo FEM0
cuando se consideran 5 parejas de dientes en los modelos de elementos finitos. Las
funciones de error de transmisio´n obtenidas en estos modelos ofrecen, adema´s, una mejor
repetitibilidad entre ciclos de engrane, debido a que la rigidez de los dientes T (−1), T (0)
y T (+1) es ma´s similar, al no verse influenciada directamente por la presencia de aristas
r´ıgidas.
FEM0 3 dientes 5 dientes
































(a) Modelo FEM2.1 (b) Modelo FEM2.2
Figura 4.31: Evolucio´n de la funcio´n de error de transmisio´n bajo carga al considerar
modelos de tres y cinco dientes.
En cuanto a tiempos de ca´lculo, se observa que los tiempos de ca´lculo empleados para
resolver los modelos de elementos finitos de 5 dientes es, en general, un 76% superior
al utilizado para resolver los modelos de 3 dientes, debido a la presencia de un mayor
nu´mero de nodos y de elementos en los modelos. Au´n as´ı, el tiempo sigue siendo varios
o´rdenes de magnitud inferior al empleado para resolver el modelo FEM0.
A la vista de estos resultados, se puede decir que cuando los resultados de intere´s esta´n
relacionados con la distribucio´n de presiones de contacto o con la desalineacio´n de los
ejes, es suficiente con considerar tres parejas de dientes en los modelos de elementos
finitos, obteniendo de esta forma un beneficio en el coste computacional de los mismos.
En cambio, si los resultados de intere´s esta´n relacionados con las tensiones de flexio´n o
los errores de transmisio´n, es interesante utilizar modelos con cinco parejas de dientes
para minimizar la pe´rdida de precisio´n con respecto al modelo de referencia FEM0.
4.10 Conclusiones
En este cap´ıtulo se han propuesto nuevos modelos de elementos finitos para el ca´lculo
tensional de transmisiones por engranajes. A diferencia de los modelos utilizados hasta
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Tabla 4.9: Resumen de los modelos de elementos finitos de la transmisio´n propuestos









































ahora, los nuevos modelos no se limitan a considerar las geometr´ıas de los engranajes,
sino que tambie´n tienen en cuenta a los ejes que los soportan. Esto permite tener en
cuenta el comportamiento de dichos ejes en los estudios de la transmisio´n, pues los
efectos derivados de sus deformaciones pueden tener un impacto importante sobre el
estado tensional de los engranajes.
Se han propuesto cuatro modelos de elementos finitos distintos, cuyos detalles se resumen
en la tabla 4.9. Todos ellos comparten la forma en la que se modelizan las geometr´ıas
de contacto, pero difieren en la forma en la que se considera el comportamiento de los
ejes.
El modelo FEM0 considera los ejes mediante su modelizado utilizando elementos finitos
so´lidos tridimensionales. En este modelo, no se realizan modificaciones significativas, y
por lo tanto, la calidad de los resultados obtenidos con e´l dependera´ principalmente del
refinamiento de la malla de elementos finitos.
Los modelos de elementos finitos FEM1 y FEM2 son modelos simplificados, cuyo
propo´sito es reducir los tiempos de ca´lculo minimizando la pe´rdida en la precisio´n de los
resultados:
(i) El modelo FEM1 incluye a los ejes utilizando elementos finitos de tipo viga. De
esta manera es posible considerar la deformacio´n de los ejes. Una superficie r´ıgida
acopla los movimientos de las geometr´ıas de contacto con sus respectivos ejes.
Esta superficie r´ıgida impide que las geometr´ıas de contacto de los engranajes se
retuerzan.
(ii) El modelo FEM2 tambie´n incluye a los ejes utilizando elementos finitos de viga.
En este caso, las geometr´ıas de contacto se unen al eje mediante un conjunto de
aristas r´ıgidas. De esta manera, se permite que las geometr´ıas de los engranajes
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se retuerzan, considerando de esta forma, adema´s de la deformacio´n de los ejes, la
deformacio´n torsional de los engranajes.
Las consideraciones tenidas en cuenta para definir las propiedades de la seccio´n transver-
sal de los elementos viga mediante los que se modeliza la porcio´n del eje bajo el engranaje
en los modelos FEM1 y FEM2 pueden tener cierto impacto en los resultados obtenidos.
Por este motivo, se han propuesto dos criterios distintos para definir estas propiedades,
que llevan a los modelos FEM2.1 y FEM2.2:
(i) En el modelo FEM2.1 se han seguido las recomendaciones propuestas por la norma
ISO-6336, y la porcio´n del eje bajo el engranaje se ha modelizado considerando un
dia´metro constante igual a la semisuma del dia´metro del eje y el dia´metro primitivo
del engranaje instalado sobre dicho eje.
(ii) En el modelo FEM2.2 se han aplicado las conclusiones obtenidas del cap´ıtulo 3, y
se han considerado dia´metros distintos para definir las propiedades de los elementos
viga que rigen el comportamiento frente a esfuerzos de flexio´n y frente a esfuerzos
por cortante.
Se han propuesto me´todos que permiten obtener para´metros importantes para el disen˜ador
de engranajes a partir de los resultados obtenidos del ana´lisis de los modelos de elementos
finitos propuestos. Estos para´metros son:
(i) El error de transmisio´n en ausencia de carga, bajo carga y total.
(ii) La funcio´n de intensidad de carga.
(iii) La funcio´n de reparto de carga entre dientes.
(iv) El factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
(v) La desalineacio´n natural de los ejes.
Las capacidades de los distintos modelos de elementos finitos se han investigado con-
siderando tres transmisiones de engranajes cil´ındricos rectos distintas. A partir de la
investigacio´n realizada, se pueden extraer las siguientes conclusiones:
(i) El modelo de elementos finitos FEM0 ofrece un elevado grado de precisio´n, pues
no incluye modificaciones significativas de la geometr´ıa analizada, pero su coste
computacional es muy elevado.
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(ii) Los modelos FEM1 y FEM2 poseen un coste computacional inferior, pero esta´n
sujetos a simplificaciones que pueden llevar a imprecisiones en los resultados obtenidos.
(iii) Cuando la deformacio´n torsional de las geometr´ıas de los engranajes no es signi-
ficativa, los modelos FEM1 y FEM2 ofrecen resultados similares. En cambio,
cuando la deformacio´n torsional es elevada, el modelo FEM2 ofrece resultados
ma´s parecidos a los del modelo FEM0 que los ofrecidos por el modelo FEM1.
(iv) Cuando los resultados buscados refieren a la distribucio´n de presiones de contacto
o a las desalineaciones de los engranajes, se puede conseguir un mejor tiempo
computacional considerando u´nicamente tres parejas de dientes en los modelos
de elementos finitos. Sin embargo, cuando se buscan resultados referentes a las
tensiones de flexio´n o al error de transmisio´n, los modelos de cinco parejas de
dientes son ma´s apropiados.
Por lo que refiere a los modelos FEM2.1 y FEM2.2, en todos los casos estudiados se
observa que los resultados obtenidos mediante el modelo FEM2.2 se aproximan ma´s a
los obtenidos mediante el modelo de referencia (FEM0) que los obtenidos mediante el
modelo FEM2.1.




Modelo anal´ıtico para el ana´lisis
tensional de transmisiones por
engranaje. Ana´lisis del factor de
distribucio´n longitudinal de la
carga
5.1 Introduccio´n
Uno de los primeros problemas a los que se enfrentan los disen˜adores cuando desarrollan
una nueva transmisio´n de engranajes es encontrar un disen˜o que sea capaz de soportar
la potencia que debera´ transmitir. Generalmente, este procedimiento comprende la
estimacio´n de las tensiones a las que estara´n sometidos los engranajes que componen
la transmisio´n durante su funcionamiento, y la comprobacio´n de que estas tensiones no
superen ciertos valores l´ımites, impuestos por la resistencia de los materiales con los que
e´stos se fabricara´n. Este proceso requiere habitualmente de varias iteraciones hasta que
se encuentra un disen˜o de la transmisio´n capaz de satisfacer los requerimientos para los
que es disen˜ada.
En las etapas iniciales del disen˜o, en las que los tiempos son muy importantes y la infor-
macio´n disponible ma´s bien escasa, es preferible el uso de me´todos de ca´lculo anal´ıticos
para determinar las tensiones a las que estara´n sometidos los engranajes. Esto se debe
a que la eficiencia computacional de estos me´todos permite realizar un gran nu´mero
de iteraciones de disen˜o en periodos cortos de tiempo. Por este motivo, los me´todos
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anal´ıticos se siguen utilizado en la industria para predecir la capacidad de carga de las
transmisiones de engranajes.
Generalmente, la capacidad de carga de las transmisiones se relaciona con las tensiones
ma´ximas de contacto y de flexio´n en la ra´ız del diente. Los me´todos anal´ıticos utiliza-
dos para estimar estas tensiones se basan habitualmente en la teor´ıa de la elasticidad.
Tradicionalmente, la tensio´n de flexio´n en la ra´ız del diente se ha estimado utilizando la
metodolog´ıa propuesta por Lewis [29], en la que el diente del engranaje se estudia como
si fuese una viga en voladizo sometida a una carga que se supone uniforme. Por otra
parte, la tensio´n de contacto se ha estimado utilizando la teor´ıa de Hertz [7], simulando
el contacto entre dientes de engranajes como si fuesen dos cilindros perfectamente alin-
eados, cuyos radios coinciden con el radio de curvatura de los dientes en el dia´metro de
paso.
A trave´s de los an˜os las soluciones anal´ıticas derivadas de estos me´todos se han com-
pletado con distintos factores de influencia, que permiten tener en cuenta influencias
que no se incluyen en las hipo´tesis iniciales de los ca´lculos anal´ıticos. Por ejemplo, se
han obtenido factores de correccio´n que permiten tener en cuenta la concentracio´n de
tensio´n que se produce en la ra´ız del diente como consecuencia del radio de entalle [6], o
factores que tienen en cuenta distribuciones no uniformes de la carga que modifican las
tensiones de contacto [36, 37] y de flexio´n, dando lugar a un gran variedad de me´todos
anal´ıticos para la estimacio´n del estado tensional de las transmisiones de engranajes.
Con el fin de unificar las distintas metodolog´ıas de ca´lculo utilizadas en la indu´stria,
las principales organizaciones de estandarizacio´n han elaborado gu´ıas para el disen˜o de
engranajes basadas en el uso de factores de influencia, como la conocida norma ISO-
6336 [8, 9, 11, 12, 144] o la norma AGMA-2001-D04 [10]. En estas gu´ıas, la capacidad de
carga de los engranajes se relaciona con los valores ma´ximos de tensio´n de contacto y de
tensio´n de flexio´n en la base del diente, que al igual que en los me´todos tradicionales, se
estiman penalizando mediante una serie de factores de influencia los valores nominales
obtenidos a partir de procedimientos anal´ıticos. Los factores de influencia propuestos en
las normas han sido objeto de investigaciones exhaustivas, especialmente en referencia
a su ca´lculo y a su impacto sobre la capacidad de carga de los engranajes [30–32, 36–
40, 63, 97, 145].
Entre los factores de influencia presentes en las formulaciones propuestas en las normas,
uno de los ma´s intere´s ha despertado entre los autores [36–40, 145] es el factor de
distribucio´n longitudinal de la carga, denominado KHβ por la norma ISO-6336, y Km
en la norma AGMA-2001-D04. El factor de distribucio´n longitudinal de la carga se
define como el cociente entre la intensidad ma´xima y la intensidad media de carga a
lo largo del ancho de cara de los engranajes. Este factor de influencia tiene en cuenta
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los efectos que se derivan de una distribucio´n no uniforme de la carga a lo largo del
ancho de cara de los engranajes, originada por una desalineacio´n del engrane en el plano
de accio´n. Esta desalineacio´n del engrane puede estar causada por las deformaciones
ela´sticas de los engranajes, ejes, rodamientos y de la caja, as´ı como por desviaciones en
la fabricacio´n y el montaje de los engranajes, holguras en los apoyos, efectos dina´micos,
etc.
Debido a su complejidad, algunos autores han escrito gu´ıas para ayudar a los disen˜adores
en el ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga [37, 40, 145]. Tobe [36]
calculo´ el factor de distribucio´n longitudinal de la carga en engranajes helicoidales de-
salineados. Atanasovska [39] propuso un me´todo basado en elementos finitos para calcu-
lar el factor de distribucio´n longitudinal de la carga, y estudio´ otras causas que originan
variaciones en la capacidad de carga de los engranajes, como la rigidez del engrane [75],
el coeficiente de adendo [74], o la carga nominal transmitida [76]. Otros han contribuido
investigando como se distribuye la carga a lo largo del ancho de cara [127, 146], y han
estudiado nume´ricamente, anal´ıticamente o emp´ıricamente las deformaciones ela´sticas
de los dientes de engranaje [147, 148] y el efecto de las desviaciones de fabricacio´n y
montaje [71, 72]. No obstante, son menos los autores que han estudiado las deforma-
ciones ela´sticas de los elementos que soportan a los engranajes [20, 97], y co´mo e´stas
deformaciones influyen en la capacidad de carga de la transmisio´n.
Algunos de los autores mencionados anteriormente utilizan ana´lisis bidimensionales de
modelos de elementos finitos [74, 76, 147], mientras que solo unos pocos utilizan modelos
de elementos finitos tridimensionales ma´s avanzados [39, 71, 72]. Generalmente estos
trabajos esta´n focalizados en el modelizado de los engranajes y de las superficies de
engrane, pero raramente tienen en cuenta el comportamiento de los ejes o de los apoyos.
Gracias a los avances propuestos en cap´ıtulos anteriores sobre la generacio´n y el ana´lisis
de modelos de elementos finitos que tengan en cuenta el comportamiento ela´stico de los
ejes, es posible llevar a cabo una investigacio´n ma´s exhaustiva sobre este factor. Los
objetivos principales de esta investigacio´n son:
(i) Conocer en profundidad los principios e ideas que rigen el ca´lculo del factor de
distribucio´n longitudinal de carga.
(ii) Comparar el factor de distribucio´n longitudinal de la carga obtenido mediante
el ana´lisis de un modelo avanzado de elementos finitos de la transmisio´n con el
obtenido mediante la aplicacio´n del me´todo basado en factores de influencia prop-
uesto por la norma ISO-6336.
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(iii) Investigar la influencia de la posicio´n de montaje de los engranajes sobre los ejes,
el ancho de cara de los engranajes y el dia´metro y la longitud de los ejes sobre el
factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
5.2 Fundamentos de la norma ISO-6336
La norma ISO-6336 es un compendio de documentos [8, 9, 11, 12, 144] que proporciona
un sistema coherente de procedimientos para la determinacio´n de la capacidad de carga
de engranajes cil´ındricos rectos y helicoidales. Adema´s, proporciona un marco dentro
del cual se puede realizar una comparacio´n razonada de distintos disen˜os de engranajes.
Incluye procedimientos basados en pruebas y estudios teo´ricos como los realizados por
Hirt [149], Strasser [150] y Brossmann [151]. Los resultados obtenidos aplicando los
me´todos propuestos en esta norma muestran un buen grado de correlacio´n con los
obtenidos con los me´todos aceptados utilizados anteriormente [152–155].
En su formulacio´n incorpora factores de influencia que representan aquellos feno´menos
conocidos que afectan al fallo por picadura y al fallo por flexio´n en la base del diente.
Otras tipolog´ıas de fallo resultantes de concentradores de tensiones en el flanco de los
dientes, astillamientos de la cabeza del diente y fallos del cuerpo del engranaje por
el alma o el anclaje quedan fuera del alcance de esta norma, y deben ser analizados
utilizando otros me´todos de ensayo.
Esta´ disen˜ada para facilitar la incorporacio´n de nuevos conocimientos y desarrollos fu-
turos, as´ı como para favorecer el intercambio de la informacio´n obtenida a partir de la
experiencia. Para su aplicacio´n requiere de ingenieros experimentados y especializados
en el disen˜o de engranajes, capaces de seleccionar valores razonables para los factores
de influencia presentes en las fo´rmulas propuestas. La eleccio´n del valor de estos coefi-
cientes de influencia debe estar basada en la experiencia y teniendo en cuenta los efectos
colaterales que su eleccio´n implica.
La aplicacio´n de la norma ISO-6336 esta´ sujeta a una serie de restricciones, que los
engranajes deben cumplir para que los resultados obtenidos sean aceptables:
(i) La norma ISO-6336 es aplicable a engranajes cil´ındricos rectos y helicoidales.
(ii) El grado de recubrimiento de los engranajes debe estar comprendido entre 1 y 2.5.
El grado de recubrimiento define el nu´mero medio de parejas de dientes que esta´n
en contacto desde que una pareja de dientes inician su contacto hasta que dejan
de estar en contacto.
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(iii) El proceso de engrane se debe producir sin interferencias y sin que se produzca
apuntalamiento entre los dientes de los engranajes.
(iv) Debe existir holgura entre los dientes del pin˜o´n y de la rueda.
5.3 Factores de influencia
De acuerdo con los principios propuesto por la norma ISO-6336, la capacidad de carga
de los engranajes viene determinada por la duracio´n de las superficies de contacto de los
dientes [8] y por su resistencia a la flexio´n [9]. Por una parte, la duracio´n de las superficies
de contacto dependera´ de los valores ma´ximos de tensio´n de contacto (σH) alcanzados
durante el funcionamiento de la transmisio´n. Por otra parte, la resistencia a la flexio´n
de los dientes de engranaje dependera´ de la tensio´n ma´xima de flexio´n alcanzada en la
base del diente (σF ).
La determinacio´n de los valores ma´ximos de tensio´n de contacto y de flexio´n se real-
iza a partir de los valores nominales de tensio´n, calculados anal´ıticamente para unas
condiciones dadas, que se penalizan con una serie de factores de influencia que tienen
en cuenta efectos no contemplados en el ca´lculo anal´ıtico inicial.
Siguiendo estas directrices, el ca´lculo de la tensio´n de contacto, utilizado para determinar
la duracio´n de la superficie de contacto, se realiza mediante la siguiente fo´rmula:
σH = ZB · σHO ·
√
KA ·KV ·KHβ ·KHα (5.1)
donde:
• σHO es la tensio´n nominal de contacto en el punto de paso, calculada a partir
de la teor´ıa de Hertz [7]. El contacto entre dientes de engranaje se simula como
si e´stos fuesen dos cil´ındros perfectamente alineados, cuyos radios coinciden con
los radios de curvatura de los dientes de los engranajes en el c´ırculo de paso. El
procedimiento de ca´lculo de la tensio´n nominal de contacto se ha expuesto en el
apartado 1.3.2.1. Tambie´n se puede encontrar descrito en la norma ISO-6336 [8]
y en otras referencias especializadas en el disen˜o de engranajes [1, 2].
• ZB es un factor de influencia que convierte la presio´n de contacto en la superficie
a la tensio´n que se produce en el interior de los dos dientes en contacto [8].
• KA es un factor de influencia que tiene en cuenta los incrementos de la carga
debido al tipo de aplicacio´n para el que se va a utilizar la transmisio´n [144].
Cap´ıtulo 5. Modelo anal´ıtico para el ana´lisis tensional de transmisiones por engranaje.
Ana´lisis del factor de distribucio´n longitudinal de la carga 156
• KV es un factor de influencia que tiene en cuenta los incrementos de la carga
debido a efectos dina´micos [11].
• KHβ es un factor de influencia que tiene en cuenta las distribuciones no uniformes
de la carga a lo largo del ancho de cara del engranaje [11].
• KHα es un factor de influencia que tiene en cuenta las distribuciones no uniformes
de carga en la direccio´n transversal [11].
Por otra parte, el ca´lculo de la tensio´n de flexio´n en la base del diente, determinada
para calcular la resistencia a la flexio´n de los dientes del engranaje, se realiza mediante
la siguiente fo´rmula:
σF = σFO ·KA ·KV ·KFβ ·KFα (5.2)
donde:
• σFO es la tensio´n nominal de flexio´n en la ra´ız del diente. Esta tensio´n se calcula
simulando el diente como si fuese una viga en voladizo, con una carga, que se
supone uniforme a lo largo de todo el ancho de cara del engranaje, aplicada en el
punto ma´s alto en el que el contacto se produce en un solo diente. El procedimiento
de ca´lculo de la tensio´n nominal de flexio´n se ha expuesto en el apartado 1.3.2.1.
Tambie´n se puede encontrar descrito en la norma ISO-6336 [9] y en otras referencias
especializadas en el disen˜o de engranajes [1, 2].
• KFβ es un factor de influencia que tiene en cuenta las distribuciones no uniformes
de la carga a lo largo del ancho de cara del engranaje [11].
• KFα es un factor de influencia que tiene en cuenta las distribuciones no uniformes
de carga en la direccio´n transversal [11].
Los factores de influencia presentes en las ecuaciones 5.1 y 5.2 se derivan de resultados
obtenidos de la investigacio´n y la experiencia de campo. La norma ISO-6336 clasifica los
distintos me´todos de obtener los factores de influencia en tres categorias diferencidas:
(i) Me´todo A. Este me´todo de obtener el valor de los factores de influencia se basa en
ensayos experimentales a gran escala, realizacio´n de medidas de precisio´n, ana´lisis
matema´ticos exhaustivos o combinaciones de todas ellas. Requiere de la disposicio´n
de gran cantidad de datos sobre la transmisio´n y las condiciones de ensayo. En
muchas ocasiones, el coste de estos ana´lisis no justifica el valor de los resultados
obtenidos.
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(ii) Me´todo B. Este me´todo de obtener la magnitud de los factores de influencia se basa
en un me´todo anal´ıtico cuya formulacio´n se obtiene de datos emp´ıricos resultantes
de la evaluacio´n de determinados sistemas de engranajes. Los factores de influencia
determinados por este me´todo ofrecen resultados de elevada precisio´n en la mayor´ıa
de aplicaciones.
(iii) Me´todo C. Este me´todo de obtener el valor de los factores de influencia se basa
en una simplificacio´n del me´todo B. Cuando se utilice este me´todo, sera´ necesario
realizar una valoracio´n sobre si sus hipo´tesis son compatibles con las caracter´ısticas
de la transmisio´n a estudiar.
En general, el me´todo A es ma´s preciso que el me´todo B, y el me´todo B ma´s preciso
que el C. En la norma ISO-6336 se proporciona una extensa formulacio´n para el ca´lculo
de los factores de influencia mencionados anteriormente. Algunos de estos factores se
calculan en el marco del me´todo B, mientras que otros se enmarcan dentro del me´todo C.
La norma ISO-6336 tambie´n ofrece algunas directrices para el ca´lculo de los factores de
influencia a trave´s del me´todo A, pero e´stas tienden a ser escasas, y es necesario recurrir
a la literatura para obtener descripciones ma´s precisas de los me´todos comu´nmente
utilizados.
5.4 Factor de distribucio´n longitudinal de la carga
Entre los factores de influencia presentes en las ecuaciones 5.1 y 5.2 se encuentra el factor
de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ y KFβ). Este factor de influencia tiene en
cuenta los efectos que produce una distribucio´n no uniforme de la carga a lo largo del
ancho de cara de los dientes de engranaje sobre las tensiones de contacto y las tensiones
en la base del diente. La forma en la que la carga se distribuye sobre la superficie del
diente depende, principalmente, de las siguientes influencias:
(i) Geometr´ıa de los engranajes, incluyendo modificaciones en la geometr´ıa del diente.
Las deformaciones de las superficies de los engranajes que se producen como con-
secuencia de los incrementos de calor, las fuerzas de centr´ıfugas y el desgaste por
fatiga tambie´n influyen en la forma en la que se reparte la carga.
(ii) Carga total que recae sobre el diente del engranaje, incluyendo aumentos de carga
debidos al tipo de aplicacio´n o a efectos dina´micos.
(iii) Errores en la fabricacio´n y el montaje de los engranajes, incluyendo las holguras
en los rodamientos.
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(iv) Deformaciones ela´sticas de los elementos que conforman la transmisio´n: engrana-
jes, ejes, rodamientos y alojamientos.
Cuando el factor de distribucio´n longitudinal de la carga afecta a las tensiones de con-
tacto, se denomina KHβ y se define como:
KHβ =
Intensidad de carga ma´xima





Cuando el factor de distribucio´n longitudinal de la carga afecta a las tensiones de flexio´n
en la base del diente, se denomina KHα. En este caso depende de las variables deter-
minadas para el ca´lculo de KHβ, y tambie´n del cociente entre el ancho de cara y la
profundidad del diente.
Igual que ocurre con otros factores de influencia, la norma ISO-6336 clasifica los me´todos
de ca´lculo de la magnitud del factor de distribucio´n longitudinal de carga en tres cate-
gor´ıas distintas:
(i) En el me´todo A, el factor de distribucio´n longitudinal de la carga se evalu´a a partir
de medidas experimentales de las deformaciones producidas en la base del diente
en condiciones de trabajo, o en algunas situaciones, mediante una observacio´n
exhaustiva del patro´n de contacto.
(ii) En el ca´lculo de este factor mediante el me´todo B se implementan procesos de
ingenier´ıa asistida por ordenador basados en las deformaciones ela´sticas producidas
bajo carga, los desplazamientos esta´ticos y en la rigidez de los elementos ela´sticos
de la transmisio´n.
(iii) En el ca´lculo de este factor mediante el me´todo C se realizan asunciones adicionales
que permiten simplificar el me´todo de ca´lculo propuesto por el me´todo B. La
asuncio´n principal del me´todo C con respecto al me´todo B es que la desalineacio´n
del engrande en el plano de accio´n originada por las deformaciones ela´sticas de los
componentes de la transmisio´n pierde su cara´cter no lineal, pudie´ndose aproximar
a una l´ınea recta.
En la norma ISO-6336 se exponen dos metodolog´ıas distintas para el ca´lculo del factor
de distribucio´n longitudinal de la carga, una enmarcada dentro del me´todo B (descrita
en el apartado 5.5) y otra que se enmarca del me´todo C (descrita en el apartado 5.6).
En cambio, la norma no proporciona directrices concretas sobre como calcular el factor
de distribucio´n longitudinal de la carga segu´n el me´todo A. No obstante, en la literatura
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se pueden encontrar algunos ejemplos de como lo han hecho otros autores utilizando
procedimientos experimentales. Por citar algunos ejemplos, Hotait [21] utilizo´ galgas
extensiome´tricas para determinar la deformacio´n en la ra´ız de los dientes de un engranaje
helicoidal, y a partir de ah´ı obtener resultados relacionados con la distribucio´n de la
carga. Por otra parte, Pau [23] utilizo´ te´cnicas de inspeccio´n por ultrasonidos para la
determinacio´n de los patrones de contacto y distribuciones de carga en transmisiones de
pin˜o´n-cremallera.
5.5 Determinacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga por el me´todo B
Cuando no se dispone de capacidad para calcular el factor de distribucio´n longitudi-
nal de la carga por otros me´todos mejores, la norma propone una formulacio´n para su
ca´lculo segu´n el me´todo B (en adelante KHβ−B). El me´todo propuesto es un me´todo
iterativo que se basa en la reduccio´n del problema de contacto a las dos dimensiones
correspondientes al plano de accio´n de la transmisio´n y la posterior resolucio´n del prob-
lema de contacto entre dientes de engranajes aproximando su comportamiento al de una
fundacio´n ela´stica de Winkler [7]. Como resultado, se obtiene una funcio´n a tramos que
describe la intensidad de la carga a lo largo del ancho de cara de los engranajes, a partir
de la cual se determinara´ el factor de distribucio´n longitudinal de la carga. Aunque el
estudio del me´todo B propuesto por la norma para el ca´lculo del factor de distribucio´n
longitudinal de la carga no es uno de los objetivos de esta investigacio´n, a continuacio´n
se describe su base teo´rica y su me´todo de aplicacio´n para un mejor entendimiento de
los subsecuentes apartados de este trabajo.
5.5.1 Ca´lculo de la distribucio´n de carga segu´n el me´todo B
Considere una pareja de dientes de engranajes en su posicio´n inicial de contacto, como
se ilustra en la figura 5.1a. En el plano de accio´n, la funcio´n que denota la distancia
entre las superficies de contacto de los engranajes en la direccio´n de la l´ınea de accio´n se
denota por δ(xL) (figura 5.1b). Esta distancia tiene en cuenta la separacio´n producida
por las deformaciones ela´sticas de los diferentes elementos que componen la transmisio´n,
modificaciones de los dientes y defectos de fabricacio´n y montaje.
El ancho de cara del engranaje se divide en n segmentos iguales, siendo n un nu´mero
a eleccio´n del disen˜ador. La longitud de cada segmento se denota por bL = b/n
(figura 5.1c). A cada una de estas partes se le asigna un valor de distancia entre flancos
(δi), que coincide con el valor de la funcio´n δ(xL) en el punto central del segmento.
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Figura 5.1: Ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga KHβ−B
El engrane se simula entonces mediante un modelo discreto de n muelles. La rigidez
asociada a cada muelle se denota por cγβi. El modelo discreto se configura en base al
valor de δi asociado a cada segmento, como se ilustra en la figura 5.1d. La deformacio´n
que se producira´ en cada muelle (δti) dependera´ de la intensidad de carga recaiga sobre





La intensidad de carga en cada muelle se define como la fuerza que ejerce el muelle (Fi)





La rigidez que se asigna a cada muelle se estima en funcio´n de la rigidez del engrane
en la posicio´n del muelle. Si bien el valor de la rigidez del engrane puede presentar
variaciones a lo largo del ancho de cara del engranaje, la norma ISO-6336 permite obviar
estas variaciones y considerar un valor de rigidez del engrane constante en todo el ancho
de cara (cγβ). Esta aproximacio´n permite considerar un valor de rigidez comu´n para
todos los muelles presentes en el modelo discreto (cγβi = cγβ). En el apartado 5.8 se
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describe el procedimiento propuesto por la norma ISO-6336 para determinar la rigidez
del engrane.
La diferencia entre la intensidad de carga entre dos muelles cualquiera i y j de la dis-
cretizacio´n es proporcional a la diferencia de distancia entre flancos asociada a cada uno
de estos muelles, siendo la rigidez del engrane el factor de proporcionalidad:
Wi −Wj = (δi − δj) · cγβ (5.6)






= (δi − δj) · cγβ (5.7)
Tomando como referencia el primer segmento j = 1 y sumando la contribucio´n de todas
























[δi − δ1] · cγβ (5.8)
La carga total transmitida en el contacto entre dientes de engranaje (Fm) sera´ igual a la



















[δi − δ1] (5.9)
Una vez obtenida F1, las fuerzas que ejercen el resto de muelles del modelo discreto se
pueden calcular mediante la siguiente ecuacio´n, derivada a partir de la ecuacio´n 5.7:




− (δi − δ1) · cγβ
]
(5.10)
La aparicio´n de fuerzas Fi con signo negativo al aplicar la ecuacio´n 5.10 implica que el
contacto no se extiende a lo largo de todo el ancho de cara. Para corregir el ca´lculo, se
obtiene la media aritme´tica de todas las fuerzas con un valor negativo. El valor obtenido
se resta a aquellas fuerzas que ten´ıan signo positivo, y las que ten´ıan signo negativo se
definen como nulas.
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5.5.2 Procedimiento de ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga por el me´todo B
El diagrama de flujo del procedimiento propuesto por la norma ISO-6336 para el ca´lculo
del factor de distribucio´n longitudinal de la carga por el me´todo B se muestra en la
figura 5.2. El proceso de ca´lculo se inicia calculando la rigidez del engrane mediante
el me´todo descrito en el apartado 5.8 (paso A1). A continuacio´n, el ancho de cara del
engranaje se divide en n segmentos iguales, siendo n un nu´mero elegido por el disen˜ador
(paso A2). Posteriormente se define una distancia entre flancos nula para cada uno de










A2. División del ancho de cara del engranaje en    segmentos igualesn
A4. Cálculo de la fuerza ejercida por cada segmentoF
i
A5. Cálculo de las desalineaciones del engrane producidas por fuerzas F
i
A7. Cálculo del factor  KH -Bβ
A3. Se asume que los engranajes están perfectamente alineados ( =0)δi
A1. Cálculo de la rigidez del engrane (c )γβ
A6. Cálculo de la separación entre superficies asociada a cada segmento ( )δi
Figura 5.2: Me´todo de ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga
propuesto por la norma ISO-6336
Entonces empieza un proceso iterativo (pasos A4-A6) cuyo primer paso es calcular las
fuerzas de contacto ejercidas en cada segmento, utilizando las ecuaciones 5.9 y 5.10 (paso
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A4). A continuacio´n, se determinan las desalineaciones del engrane provocadas por las
fuerzas determinadas en el paso A5. Para tal propo´sito, la norma ISO-6336 propone
un modelo de ca´lculo basado en la teor´ıa de vigas de Bernoulli. No obstante, es posible
utilizar otros modelos de ca´lculo, como los modelos SHAFT1 y SHAFT2 descritos en
el cap´ıtulo 3 de este trabajo. En el siguiente paso, se calcula la separacio´n entre las
superficies de contacto de los engranajes asociada a cada segmento (δi), producida como
consecuencia de la desalineacio´n del engrane (paso A6).
El valor ma´ximo de δi obtenido se compara con el valor ma´ximo obtenido en la iteracio´n
anterior del algoritmo. Si la variacio´n entre estos valores esta´ por encima de una magni-
tud arbitraria especificada por el disen˜ador, el algoritmo realiza otra iteracio´n. Si por el
contrario, la variacio´n entre estos valores esta´ por debajo de dicho valor, el proceso iter-
ativo termina y el factor de distribucio´n de la carga se calcula utilizando la ecuacio´n 5.11
(paso A7). La norma recomienda establecer el valor ma´ximo permitido para la variacio´n








5.6 Determinacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga por el me´todo C
En el apartado anterior se describe el procedimiento de ca´lculo propuesto por la norma
ISO-6336 para la determinacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga segu´n
el me´todo B. E´ste e´s un me´todo iterativo que requiere, entre otras cosas, de proced-
imientos de ingenier´ıa asistida por ordenador y de conocimientos relacionados con la
resistencia de materiales. En ocasiones, estas necesidades no esta´n cubiertas en las ofic-
inas donde se desarrollan nuevos disen˜os de transmisiones. En otras ocasiones, pueden
ser requeridos me´todos capaces de ofrecer resultados con mayor inmediatez. Por es-
tos motivos, la norma ISO-6336 proporciona un procedimiento de ca´lculo del factor de
distribucio´n longitudinal de la carga por el me´todo C (en adelante KHβ−C).
El ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga por el me´todo C consiste
en una simplificacio´n del me´todo B, descrito en el apartado anterior. Esta simplificacio´n
se basa en la asuncio´n de que las deformaciones ela´sticas de los componentes de la
transmisio´n producen una desalineacio´n del engrane que hace que la distancia entre las
superficies de contacto de los engranajes medida en el plano de accio´n var´ıe linealmente
a lo largo del ancho de cara de los engranajes, como se muestra en la figura 5.5. Gracias
Cap´ıtulo 5. Modelo anal´ıtico para el ana´lisis tensional de transmisiones por engranaje.
Ana´lisis del factor de distribucio´n longitudinal de la carga 164
a esta simplificacio´n se podra´n obtener expresiones anal´ıticas para el ca´lculo de KHβ−C ,
que facilitara´n su calculo y permitira´n prescindir de procesos iterativos.
No obstante, a medida que se incremente la curvatura de la l´ınea de deformacio´n ela´stica,
como ocurre cuando los engranajes esta´n muy cargados o cuando el cociente entre el an-
cho de cara y el dia´metro primitivo es muy grande, esta suposicio´n conllevara´ un incre-
mento de error entre las distribuciones de carga calculadas y las reales, pues las hipo´tesis
en las que se basa la simplificacio´n dejara´n de representar una buena aproximacio´n. Por
este motivo la norma ISO-6336 aconseja realizar un ana´lisis minucioso en aquellos casos
en los que la relacio´n entre el ancho de cara y el dia´metro primitivo del engranaje sea
superior a 1.5.
El factor de distribucio´n longitudinal de carga KHβ−C se calcula a partir de la intensidad
de carga media a lo largo del ancho de cara del engranaje (Wm), el coeficiente de rigidez
del engrane (cγβ) y la desalineacio´n equivalente del engrane en el plano de accio´n (Fβy).
En funcio´n de la magnitud de estas variables, la norma ISO-6336 propone dos estrategias
de ca´lculo distintas, dependiendo de si se estima que el contacto entre dientes se produce
a lo largo de todo el ancho de cara del engranaje o no:
(i) Transmisiones con un perfil bajo de carga y desalineaciones grandes del engrane,
en las que se asume que el contacto entre dientes se produce u´nicamente en una
porcio´n del ancho de cara del diente, consideradas en el apartado 5.6.1.
(ii) Transmisiones con un perfil alto de carga y desalineaciones pequen˜as del engrane,
en las que se asume que el contacto entre dientes de engranaje se extiende a lo
largo de todo su ancho de cara., consideradas en el apartado 5.6.2.
En los respectivos apartados se explica en que´ casos de disen˜o es aplicable cada uno de
los me´todos propuestos. El me´todo de ca´lculo propuesto por la norma ISO-6336 para
determinar la desalineacio´n equivalente del engrane en el plano de accio´n se describe en el
apartado 5.7, mientras que el me´todo propuesto por la norma ISO-6336 para determinar
el coeficiente de rigidez del engrane se describe en el apartado 5.8.
5.6.1 Caso 1: Perfil bajo de carga con desalineaciones grandes
Este caso asume que el contacto entre dientes de engranaje se produce u´nicamente en
una porcio´n del ancho de cara del diente. Esta situacio´n corresponde al caso en el que los
engranajes se encuentran sometidos a una carga ligera o cuando existe una desalineacio´n
del engrane elevada.
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La figura 5.3a muestra el contacto sin carga en el plano de accio´n entre las superficies
de contacto del pin˜o´n y de la rueda. Como se ha comentado anteriormente, se asume
que la distancia entre las superficies de contacto de los engranjes, medida en el plano de
accio´n, var´ıa linealmente a lo largo del ancho de cara de los engranajes. El valor ma´ximo
de la separacio´n entre flancos resultante, conocido como la desalineacio´n equivalente del









Figura 5.3: Ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga cuando el perfil
de carga es bajo y las desalineaciones son grandes
Al introducir una aproximacio´n entre flancos de magnitud δtmax como la mostrada en
la figura 5.3b, aparecera´ una distribucio´n triangular de fuerzas de contacto como la
mostrada en la figura 5.3c, que se extendera´ una longitud bcal, denominada longitud
aparente del contacto. La intensidad ma´xima de carga (Wmax) se podra´ determinar a
partir de la aproximacio´n entre cuerpos y la constante de rigidez del engrane:
Wmax = δtmax · cγβ → δtmax = Fmax/b
cγβ
(5.12)
El a´rea bajo la funcio´n lineal de distribucio´n de carga (mostrada en la figura 5.3c) sera´




· bcal · Fmax
b
→ Fmax = 2 · Fm · b
bcal
(5.13)






→ δtmax = Fβy · bcal
b
(5.14)
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Igualando las ecuaciones 5.14 y 5.12 y sustituyendo la igualdad obtenida en 5.13 se
















2 · Fm · bbcal
Fm
= 2 · b
bcal
(5.16)
Por u´ltimo, sustituyendo 5.15 en 5.16 se obtiene la expresio´n para el factor de distribucio´n




2 · Fβy · cγβ
Fm/b
(5.17)
Esta ecuacio´n sera´ aplicable cuando b/bcal ≥ 1.
5.6.2 Caso 2: Perfil alto de carga con desalineaciones pequen˜as
Este caso asume que el contacto entre dientes de engranaje se extiende a lo largo de
todo su ancho de cara. Esto se produce en aquellos casos do´nde la carga es elevada o la
desalineacio´n equivalente es pequen˜a.
La figura 5.4a muestra el contacto sin carga entre la superficie de contacto del pin˜o´n y
de la rueda. Se asume que la distancia entre las superficies de contacto de los engranjes,
medida en el plano de accio´n, var´ıa linealmente a lo largo del ancho de cara de los
engranajes. Es variacio´n produce una desalineacio´n equivalente del engrane en el plano
de accio´n de magnitud Fβy.
En este caso la aproximacio´n total entre los dientes de engranaje (δtmax) supera la
magnitud de la desalineacio´n equivalente (Fβy). Esto provoca que, al considerar una
distribucio´n lineal de la carga, e´sta exceda el ancho de cara del engranaje, dando lugar
a una longitud aparente del contacto (bcal) mayor que el ancho de cara real (b), como
se aprecia en la figura 5.4b. Como en el caso anterior, la intensidad ma´xima de carga
(Wmax) se determinara´ mediante la ecuacio´n 5.12.
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Figura 5.4: Ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga cuando el perfil
de carga es alto y las desalineaciones son pequen˜as
De esta manera, y por semejanza de tria´ngulos, se demuestra que la deformacio´n total
sera´ igual a la desalineacio´n equivalente ma´s una cantidad que se mantiene constante a
lo largo de todo del ancho de cara:
δtmax − Fβy
bcal − b =
δtmax
bcal
→ δtmax = Fβy + bcal − b
bcal
· δtmax (5.18)
En este caso se produce una distribucio´n trapezoidal de carga, como se muestra en la
figura 5.4c. El a´rea bajo la funcio´n lineal de distribucio´n de carga sera´ igual a la carga
transmitida (Fm):












→ Fmax = Fm · bcal
bcal − b2
(5.19)
A partir del sistema formado por las ecuaciones 5.12, 5.18 y 5.19, se obtiene el valor de
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Por u´ltimo, sustituyendo 5.20 en 5.21 se obtiene la expresio´n para el factor de distribucio´n
longitudinal de la carga KHβ−C para aquellas transmisiones con un perfil alto de carga
y desalineaciones pequen˜as:
KHβ−C = 1 +
Fβy · cγβ
2 · Fm/b (5.22)
Esta ecuacio´n sera´ aplicable cuando b/bcal < 1.
5.7 Determinacio´n de la desalineacio´n equivalente del en-
grane
Segu´n la norma ISO-6336, la desalineacio´n equivalente del engrane (Fβy) se puede de-
terminar mediante la siguiente expresio´n:
Fβy = Fβx · χβ (5.23)
donde:
• Fβx es la desalineacio´n inicial equivalente del engrane, que corresponde al valor
absoluto de la suma de deformaciones, desplazamientos y errores de fabricacio´n
del pin˜o´n y de la rueda, medidos en el plano de accio´n. El procedimiento de ca´lculo
de este para´metro se describe en el apartado 5.7.1.
• χβ es el factor que caracteriza la reduccio´n de la desalineacio´n inicial equivalente
debido a la rodadura. En caso de que no exista rodadura, o de que esta no suponga
una reduccio´n de la desalineacio´n equivalente inicial, χβ = 1.
5.7.1 Determinacio´n de la desalineacio´n inicial equivalente del engrane
por el me´todo C
La magnitud de la desalineacio´n inicial equivalente del engrane (Fβx) corresponde al valor
absoluto de la suma de las desviaciones de fabricacio´n y las deformaciones ela´sticas de
los elementos de la transmisio´n, medida en el plano de accio´n.
En la literatura existen distintos trabajos centrados en el ca´lculo y el estudio de la
desalineacio´n inicial equivalente del engrane [20, 72, 97, 156]. La norma ISO-6336 pro-
pone diversos me´todos simplificados para el ca´lculo de Fβx, cuyo caso ma´s general viene
determinado por la siguiente ecuacio´n:
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Fβx = 1.33 ·B1 · fsh1 + fsh2 + fma + fca + fbe (5.24)
donde:
• B1 es una constante que tiene en cuenta las modificaciones de he´lice en el pin˜o´n,
• fsh1 es la componente de desalineacio´n inicial equivalente producida por las defor-
maciones ela´sticas del pin˜o´n y de su eje,
• fsh2 es la componente de desalineacio´n inicial equivalente producida por las defor-
maciones ela´sticas de la rueda y de su eje,
• fma es la componente de desalineacio´n inicial equivalente debido a desviaciones de
fabricacio´n y montaje,
• fca es la componente de desalineacio´n inicial equivalente debido a las deformaciones
de la caja de engranajes, y
• fbe es la componente de desalineacio´n inicial equivalente debido a deformaciones
de los rodamientos.
La constante 1.33 presente en la ecuacio´n 5.24 es un factor introducido para compensar
la hipo´tesis de que la separacio´n entre las superficies de contacto provocada por las
deformaciones ela´sticas de los elementos que componen la transmisio´n var´ıa linealmente
a lo largo del ancho de cara. La figura 5.5a muestra un ejemplo de como ser´ıa en realidad
la variacio´n de la separacio´n entre dientes medida en el plano de accio´n de la transmisio´n.
La figura 5.5b muestra esta misma variacio´n simplificada en una l´ınea recta. Para que
ambas repercutan en un mismo valor de KHβ se debe cumplir que el cociente entre fmax



















Para simplificar el ca´lculo, la norma ISO-6336 considera que la variacio´n real de la sepa-
racio´n entre los dientes de engranaje en el plano de accio´n se puede aproximar mediante
una funcio´n parabo´lica. Bajo esta suposicio´n, para un valor dado de fsh, el valor medio
de la desalineacio´n sera´ aproximadamente ∆fsh,p =
2
3 ·fsh. En cambio, si se asume que la
desalineacio´n crece linealmente, el valor medio de la desalineacio´n sera´ ∆fsh,l =
1
2 · fsh.
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Figura 5.5: Desalineacio´n del engrane en el plano de accio´n. (a) Desalineacio´n real y
(b) desalineacio´n simplificada.










La ecuacio´n 5.26 implica que, si se considera que la separacio´n entre superficies de
contacto de los engranajes var´ıa linealmente a lo largo de lancho de cara del engranaje,
es necesario multiplicar el valor de la desalineacio´n inicial equivalente por 4/3 para
obtener resultados equivalentes a los que se obtendr´ıan asumiendo una desalineacio´n
parabo´lica.
5.7.2 Determinacio´n de la componente de desalineacio´n equivalente
producida por deformaciones ela´sticas por el me´todo C
El valor de la desalineacio´n equivalente producida por las deformaciones ela´sticas de
los elementos de la transmisio´n (fsh) tiene en cuenta las componentes de desalineacio´n
equivalente resultantes de la deformacio´n por flexio´n y por torsio´n de los cuerpos de los
engranajes y de los ejes. En la norma ISO-6336 el ca´lculo de este factor se realiza bajo
las siguientes hipo´tesis:
(i) Los elementos de la transmisio´n poseen el mo´dulo ela´stico y el coeficiente de Pois-
son del acero.
(ii) La componente de desalineacio´n debida a la flexio´n del eje se calcula como el
producto de la deflexio´n en el punto central del eje por el ancho de cara el engranaje.
Se considera que la carga transmitida actu´a sobre el borde de los dientes del
engranaje.
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(iii) La componente debida a la torsio´n se calcula para un cilindro so´lido de dia´metro
d, considerando una carga uniformemente distribuida sobre el ancho de cara de los
dientes del engranaje.
De acuerdo con estas hipo´tesis, la norma ISO-6336 propone determinar el ca´lculo de este




















• B∗ es un factor que tiene en cuenta el nu´mero de etapas a trave´s de los cuales se
transmite la potencia. Si la potencia se transmite a trave´s de una u´nica etapa,
B∗ = 1.
• d y dsh son el dia´metro primitivo del engranaje y el dia´metro del eje, respectiva-
mente.
• K ′ es un factor que tiene en cuenta la posicio´n relativa del engranaje con respecto a
la posicio´n de entrada/salida del par, as´ı como la relacio´n entre el dia´metro primi-
tivo del engranaje y el dia´metro del eje. Su signo depende de si las desalineaciones
por torsio´n y por flexio´n son compensatorias (signo negativo) o aditivas (signo
positivo). Su magnitud depende del grado de rigidez aportada por el engranaje al
eje; si se considera que el engranaje rigidiza el comportamiento a flexio´n del eje
(d/dsh ≥ 1.15), su magnitud es 0.48, mientras que en el caso contrario su magnitud
es 0.8.
• s es un factor que tiene en cuenta la distancia de montaje de los engranajes con
respecto al centro de los ejes. Se puede determinar como s = |0.5 · l − zg|.
5.8 Determinacio´n de la constante de rigidez del engrane
La constante de rigidez del engrane (cγβ) representa el valor medio de la rigidez del
engrane.
Considere una transmisio´n formada por una pareja de engranajes perfectamente alin-
eados. La rotacio´n de uno de los engranajes esta´ bloqueada, y sobre el otro engranaje
se aplica un par, que genera una distribucio´n de fuerzas de contacto de una intensidad
determinada. Como consecuencia de estas fuerzas de contacto, ambos engranajes se
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deforman ela´sticamente, y hacen que el engranaje sobre el que se aplica el par realice
un giro, cuya magnitud se mide como la longitud del arco, medida en el c´ırculo de base,
correspondiente al a´ngulo girado.
Bajo estas condiciones, la rigidez del engrane se define como la intensidad de la carga
necesaria, dirigida en la direccio´n de accio´n, para producir un giro del engranaje sobre
el que se aplica el par equivalente a una longitud de arco de 1 µm, considerando uno o
ma´s dientes en un contacto ideal.
Los principales aspectos que influyen en la rigidez de los dientes son:
(i) Caracter´ısticas del diente de engranaje (nu´mero de dientes, perfil de la cremallera
de corte, modificaciones de adendo, a´ngulo de he´lice, grado de recubrimiento
transversal).
(ii) Disen˜o del cuerpo del engranaje (espesor del anillo, espesor del alma).
(iii) Carga especifica normal al flanco del diente.
(iv) Conexio´n entre el engranaje y el eje.
(iv) Rugosidad y ondulacio´n de la superficie del diente
(v) Desalineacio´n del engrane
(vi) Mo´dulo de elasticidad de los materiales
Aunque se han propuesto diversos me´todos para determinar la rigidez del engrane [157–
161], la norma ISO 6336-1 [11] proporciona una metodolog´ıa de ca´lculo de la rigidez del
engrane englobada dentro del me´todo B. Segu´n esta metodolog´ıa, la rigidez del engrane
se calcula a partir de la rigidez ma´xima de contacto entre una pareja de dientes (c′), que
a su vez se obtiene de la rigidez teo´rica de contacto entre una pareja de dientes (c′th).
La obtencio´n de la rigidez teo´rica de contacto se basa en estudios del comportamiento
ela´stico de engranajes cil´ındricos rectos macizos, fabricados a partir de un perfil de
cremallera basica de corte (descrito en la norma ISO-50 [162]), y considerando una
carga de 300 N/mm. La rigidez ma´xima de contacto teo´rica entre dos engranajes es











+ C4 · x1 + C5 · x1
z1
+C6 · x2 + C7 · x2
z2
+ C8 · x21 + C9 · x22 (5.28b)
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En la ecuacio´n 5.28b los coeficientes C1 a C9 se obtienen mediante aproximacio´n, y se
resumen en la tabla 5.1. Los coeficientes x1 y x2 corresponden a la desalineacio´n de la
cremallera de corte durante la generacio´n.
La rigidez ma´xima de contacto entre una pareja de dientes se obtiene entonces como:
c′ = c′th · CM · CR · CB · cosβ (5.29)
donde:
(i) Las diferencias entre los valores de rigidez teo´ricos y los valores de rigidez medidos
en engranajes cil´ındricos rectos se tienen en cuenta mediante el factor CM . Su
valor es CM = 0.8.
(ii) La flexibilidad de cuerpo del engranaje se tiene en cuenta mediante el factor CR.
Para engranajes macizos su valor es CR = 1.
(iii) Las desviaciones del perfil de la cremallera de corte utilizada en la generacio´n de
los engranajes con respecto al perfil ba´sico de cremallera de corte descrito en la
norma ISO 53 [162] se tienen en cuenta mediante el factor adimensional CB. Su
valor se puede determinar mediante la ecuacio´n 5.30, en la que interviene el mo´dulo
normal de la transmisio´n (mn), y el dede´ndo (hfP ) y el a´ngulo de presio´n normal
(αPn) de la cremallera de corte con la que se fabrica la pareja de engranajes.
CB =
[





[1− 0.02(20o − αPn)] (5.30)
(iv) Por u´ltimo, β es el a´ngulo de he´lice de la transmisio´n. En la ecuacio´n 5.29, mediante
el coseno de este a´ngulo se tiene en cuenta la inclinacio´n de los dientes de los
engranajes helicoidales, con el fin de obtener su rigidez en el plano transversal.
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No obstante, cuando la carga espec´ıfica es inferior a 100 N/mm, la ecuacio´n 5.29 se
modifica de la siguiente forma:






Una vez obtenida la rigidez ma´xima de contacto en una pareja de dientes, la rigidez
del engrane se calcula mediante la ecuacio´n 5.32. En esta ecuacio´n, α es el grado de
recubrimiento, que se puede calcular, entre otras formas, como propone Radzevic [1].
cγβ = 0.85 · c′ · (0.75 · α + 0.25) (5.32)
5.9 Ejemplos nume´ricos
En este apartado se investiga la relacio´n existente entre el valor del factor de distribucio´n
longitudinal de la carga calculado por el me´todo C propuesto en la norma ISO-6336
(KHβ−C) y el valor de este mismo factor obtenido a partir del ana´lisis de un modelo
avanzado de elementos finitos de la transmisio´n (KHβ−FEM ). La investigacio´n se lleva
a cabo sobre la transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos mostrada en la figura 1.13.
Los datos de disen˜o considerados para esta transmisio´n se muestran en la tabla 5.2.
Con el fin de estudiar la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga con
algunos para´metros de disen˜o, se han considerado:
(i) 4 valores distintos ancho de cara (b),
(ii) 4 valores distintos de longitud de los ejes (L),
(iii) 3 valores distintos de dia´metro del eje del pin˜o´n (dsh1) , y
(iv) 11 valores distintos de posicio´n de montaje de los engranajes sobre los ejes (zg).
Considerando las combinaciones posibles de los valores de la tabla 5.2 y las restricciones
de ensamblaje de los engranajes sobre los ejes (debidas a la posicio´n del engranaje con
respecto los apoyos y los anchos de cara), finalmente se han investigado 456 casos de
disen˜o. Los 11 valores elegidos para la variable zg cubren el rango de aplicacio´n sugerido
por la norma ISO-6336. Se ha considerado que los engranajes contactan en la l´ınea de
paso en todos los casos de disen˜o, puesto que el factor de carga se determina en la norma
ISO-6336 a partir de la fuerza tangencial, que se calcula para el par nominal en el plano
transversal del cil´ındro de referencia.
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Tabla 5.2: Datos de disen˜o para los casos de estudio
Magnitudes Valores
Mo´dulo normal, m [mm] 4
A´ngulo de presio´n normal, α [grados] 25
Nu´mero de dientes del pin˜o´n, z1 17
Nu´mero de dientes de la rueda, z2 34
Ancho de cara, b = b1 = b2 [mm] 20, 40, 60, 80
Dia´metro del eje del pin˜o´n, dsh1 [mm] 25, 30, 35
Dia´metro del eje de la rueda, dsh2 [mm] 35
Par nominal aplicado, T [Nm] 140
Distancia entre apoyos, l [mm] 100, 150, 200, 300
Posicio´n de montaje, zg [mm]
0.2L, 0.25L, 0.3L, 0.4L, 0.45L, 0.5L,
0.55L, 0.6L, 0.7L, 0.75L, 0.8L
Se ha considerado que los ejes esta´n apoyados en los puntos A1, B1, A2 y B2. El
tipo de apoyo especificado no es capaz de absorber momentos flectores, simulando el
comportamiento de un rodamiento autoalineante.
Se considera un par de 140 N ·m aplicado sobre el punto A1 del eje del pin˜o´n. El punto
de salida del par es el punto B2 del eje de la rueda. Este par proporciona una fuerza
tangencial de Ft = 4117.64 N .
5.9.1 Consideraciones para el ca´lculo del factor de distribucio´n longi-
tudinal de la carga por el me´todo C de la norma ISO-6336
El factor de distribucio´n longitudinal de la carga se ha calculado segu´n el me´todo C
expuesto en la norma ISO-6336 para los casos de disen˜o mostrados en la tabla 5.2. A
tal efecto, se han realizado las siguientes consideraciones:
(i) La desalineacio´n equivalente del engrane (Fβy) se calcula mediante la ecuacio´n 5.23.
Se supone que las superficies de los dientes de engranaje no experimentan ninguna
modificacio´n por efecto de la rodadura (χβ = 1).
(ii) La desalineacio´n inicial equivalente (Fβx) se calcula mediante la ecuacio´n 5.24. En
su calculo se han despreciado las contribuciones por errores de fabricacio´n (fma =
0), as´ı como las contribuciones originadas por deformaciones en los rodamientos
(fbe = 0) y en la caja de engranajes (fca = 0). Aunque la norma contempla
la posibilidad de considerar modificaciones en los dientes de los engranajes en
el ca´lculo del factor longitudinal de la carga (ambombado de las superficies de
contacto, modificaciones en la cabeza del diente, etc.), en este trabajo no se han
considerado modificaciones en la geometr´ıa del diente, y por lo tanto B1 = 1.
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Tabla 5.3: Coeficientes de rigidez del engrane (cγβ) para cada ancho de cara consid-
erado en el estudio





(iii) La componente de desalineacio´n inicial equivalente producida por las deforma-
ciones ela´sticas de los engranajes y de sus ejes (fsh) se determina mediante la
ecuacio´n 5.27. En los casos de estudio investigados, se asume que los engranajes
rigidizan a los ejes, y por lo tanto, el para´metro K ′ toma el valor K ′ = 0.48 o
K ′ = −0.48, en funcio´n de la posicio´n de los engranajes sobre los ejes con respecto
al punto de entrada del par. La potencia se transmite a trave´s de una u´nica etapa,
y por lo tanto B∗ = 1.
(iv) El coeficiente de rigidez del engrane (cγβ) se calcula mediante la ecuacio´n 5.32.
Para el ca´lculo de la rigidez ma´xima de contacto entre una pareja de dientes (c′) se
considera que ambos engranajes son macizos (CM = 0.8, CR = 1). Adema´s, no se
presupone ninguna modificacio´n en la posicio´n del perfil teo´rico de la cremallera
ba´sica durante su proceso de fabricacio´n (x1 = x2 = 0). La tabla 5.3 muestra
los valores del coeficiente de rigidez del engrane para los distintos anchos de cara
considerados.
(v) Se considera que la transmisio´n de potencia se realiza de forma uniforme y suave,
despreciando impactos o efectos dina´micos en el funcionamiento (KA = KV = 1).
5.9.2 Consideraciones para el ca´lculo del factor de distribucio´n longi-
tudinal de la carga por el me´todo de los elementos finitos
La determinacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga por el me´todo de
los elementos finitos KHβ−FEM se ha realizado utilizando el modelo FEM2.2, descrito
en el cap´ıtulo 4, siguiendo la metodolog´ıa descrita en el apartado 4.8.4.
El estudio se ha realizado considerando un modelo de elementos finitos con tres parejas
de dientes. Se ha investigado una u´nica posicio´n de contacto, en la que el contacto sin
carga de la pareja de dientes central se produce en el plano axial, pues en esta posicio´n
toda la carga se transmite a trave´s de una u´nica pareja de dientes.
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Tabla 5.4: Para´metros para la discretizacio´n de las geometr´ıas de contacto en ele-
mentos finitos
Magnitudes Pin˜o´n Rueda
Nodos en direccio´n longitudinal 75 75
Nodos en la parte inferior del anillo 2 2
Nodos en la parte superior del anillo 3 3
Nodos en el redondeo 8 8
Nodos en la direccio´n del perfil 58 57
Punto de posicionamiento 1.2 1.2
Tabla 5.5: Condiciones de contorno aplicadas al modelo de elementos finitos
Nodo ux uy uz θx θy θz
A1 R R R L L L
B1 R R L L L L
A2 R R R L L L
B2 R R L L L R
(R=Restringido, L=Libre)
La densidad de la malla de las geometr´ıas de contacto viene determinada por los para´metros
especificados en la figura 4.6. A estos para´metros de mallado se les ha asignado los val-
ores mostrados en la tabla 5.4. Como resultado, el modelo resultante de elementos finitos
cuenta con 304955 nodos y 263964 elementos.
Las condiciones de contorno aplicadas en los apoyos del modelo de elementos finitos se
resumen en la tabla 5.5. En los nodos A1 y A2 se restringen todos los movimientos
de traslacio´n, mientras que en los nodos B1 y B2 u´nicamente se restringen aquellas
translaciones en el plano transversal al eje, dejando libre el movimiento axial. Los
movimientos de rotacio´n se dejan libres en todos los apoyos, excepto la rotacio´n θz
del nodo B2, que restringe el giro de la transmisio´n. De esta manera si simula que la
transmisio´n esta´ montada sobre rodamientos autoalineantes. Se considera un par torsor
de 140 N ·m aplicado sobre el nodo A1.
5.10 Resultados
En este apartado se presenta un resumen de aquellos resultados ma´s destacables obtenidos
a partir del ana´lisis de los casos de estudio mostrados en la tabla 5.2. Adema´s, se realiza
una comparacio´n de la evolucio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga, cal-
culado por el me´todo C de la norma ISO-6336 y por el me´todo de los elementos finitos,
con los distintos para´metros anteriormente mencionados.
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(a) (b)
S, Mises ( )MPa
+50+100+150+200+250+300+350+400+450+500+550+600
(c) (d)
Máx. : 105 MPatensión de flexión Máx. : 130 MPatensión de flexión
Máx. : 108 MPatensión de flexión Máx. : 64 MPatensión de flexión
Figura 5.6: Distribucio´n de tensiones de von Mises en los casos de estudio donde
b = 40 mm, L = 150 mm, dsh1 = 25 mm y (a) zg = 0.4 · L, (b) zg = 0.5 · L,
(c) zg = 0.6 · L and (d) zg = 0.7 · L
En la figura 5.6 se muestran las distribuciones de tensiones de von Mises sobre el diente
del pin˜o´n para algunos casos de estudio, obtenidas a partir del ana´lisis del modelo de
elementos finitos. Se puede observar que la tensio´n de flexio´n ma´xima se incrementa a
medida que la posicio´n de montaje de los engranajes se aleja de la porcio´n central de los
ejes. En los casos sime´tricos (figuras 5.6a y 5.6c), se puede observar que las tensiones
de flexio´n ma´ximas son mayores cuando los engranajes esta´n montados en la posicio´n
ma´s cercana del punto de entrada del par (zg < 0.5 · L). Este incremento de la tensio´n
de flexio´n esta´ relacionado con el hecho de que en funcio´n de la configuracio´n del punto
de entrada y de salida de la potencia en la transmisio´n, las desalineaciones del engrane
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producidas por la deflexio´n de los ejes y las deformaciones torsionales sean aditivas o
compensatorias. Este efecto esta´ contemplado por el para´metro K ′ de la ecuacio´n 5.27
del me´todo C de la norma ISO-6336.
(a) (b)
Presión de contacto ( )MPa
+90+180+270+360+450+540+630+720+810+900+990+1080
(c) (d)
Máx. presión de contacto: 1091 MPa Máx. presión de contacto: 1191 MPa
Máx. presión de contacto: 1101 MPa Máx. presión de contacto: 868 MPa
Figura 5.7: Formacio´n del contacto y distribucio´n de presiones de contacto en los
casos de estudio donde b = 40 mm, L = 150 mm, dsh1 = 25 mm y (a) zg = 0.4 · L,
(b) zg = 0.5 · L, (c) zg = 0.6 · L and (d) zg = 0.7 · L
Efectos similares se pueden observar en la figura 5.7, donde se muestra la formacio´n
del contacto sobre el diente del pin˜o´n y las distribucio´n de presiones de contacto para
algunos casos de disen˜o, obtenidas a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos.
Se puede apreciar como a medida que la posicio´n de montaje de los engranajes se aleja
de la porcio´n central del eje, las presiones de contacto ma´ximas aumentan, y la longitud
de la huella de contacto se reduce. Si se consideran dos casos de estudio sime´tricos
(figuras 5.7a y 5.7c), se puede observar que las presiones de contacto ma´ximas son
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mayores cuando los engranajes esta´n montados en la posicio´n ma´s cercana del punto de
entrada del par (zg < 0.5 · L).
En la figura 5.8 se muestran las funciones de intensidad de carga para algunos casos de
disen˜o, calculadas a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos de la transmisio´n
(utilizando el me´todo descrito en el apartado 4.8.2), y a partir del me´todo C de la norma
ISO-6336. Tambie´n se muestra la funcio´n de intensidad de carga uniforme, considerando
que las fuerzas de contacto se distribuyen uniformemente sobre todo el ancho de cara
del engranaje.














(a) zg = 0.4 · L














(b) zg = 0.55 · L














(c) zg = 0.6 · L














(d) zg = 0.7 · L
FEM2.2 Me´todo C Distribucio´n uniforme
Figura 5.8: Funcio´n de intensidad de carga en los casos de estudio donde b = 40 mm,
L = 150 mm, dsh1 = 25 mm y (a) zg = 0.4 · L, (b) zg = 0.55 · L, (c) zg = 0.6 · L and
(d) zg = 0.7 · L
Para el ca´lculo de la funcio´n de intensidad de carga a partir de los resultados obtenidos
del me´todo C de la norma ISO-6336 se han seguido los siguientes pasos:
1. Se determina el valor del ancho de cara aparente (bcal), segu´n el me´todo descrito
en el apartado 5.6.
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2. Se determina el valor del factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ−C),
segu´n el me´todo descrito en el apartado 5.6.
3. Se calcula la intensidad de carga uniforme, determinando la fuerza total transmi-
tida en el contacto y dividie´ndola entre el ancho de cara del engranaje.
4. Debido a la asuncio´n de distribucio´n lineal de la carga, la intensidad de carga
ma´xima se producira´ en el extremo del engranaje ma´s cercano a un apoyo, y su
magnitud sera´ la de la intensidad de carga uniforme multiplicada por KHβ−C .
5. La funcio´n de intensidad de carga decrecera´ linealmente hasta alcanzar un valor
nulo a una distancia bcal del punto en el que se ha considerado la intensidad ma´xima
de carga.
Se puede observar que para los casos mostrados, en los que el cociente entre ancho de
cara y longitud es b/d1 ' 0.6, utilizar la hipo´tesis de distribucio´n lineal de la carga
permite obtener resultados precisos con respecto a los obtenidos a partir del modelo de
los elementos finitos. Se observa que las diferencias se incrementan a medida que la
posicio´n de montaje de los engranajes se aleja de la porcio´n central del eje.
5.10.1 Evolucio´n y comparacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga con la desalineacio´n de los engranajes
Como se ha visto en la formulacio´n expuesta anteriormente, se espera que exista una
relacio´n entre el factor de distribucio´n longitudinal de la carga y la desalineacio´n de los
ejes de los engranajes en el plano de accio´n. A continuacio´n se investiga esta relacio´n
considerando dos tipos de errores de alineacio´n:
(i) Por un lado, el incremento de la distancia entre centros de los engranajes.
(ii) Por otro lado, la desalineacio´n angular de los engranajes en el plano de accio´n
(∆φ).
Los valores de desalineacio´n (∆γd,∆νd,∆xd,∆yd,∆zd) se calculan a partir de los re-
sultados obtenidos del ana´lisis del modelo de elementos finitos, teniendo en cuenta
los desplazamientos de los nodos de referencia (C1, D1, C2, D2), como se muestra en
el apartado 4.8.5.
La desalineacio´n angular de los engranajes (∆φ) se define como el a´ngulo formado por
los vectores que unen las posiciones deformadas de los puntos C1 y D1 (v
(1)) y C2 y D2
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(v(2)) descritos en el modelo f´ısico de la figura 1.13, como se muestra en la figura 5.9, y
















Figura 5.9: Desalineacio´n angular del engrane
En las figuras 5.10a y 5.10c se muestra la relacio´n entre la desalineacio´n angular del
engrane y el factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ−FEM ) para algunos
casos de disen˜o. Se puede observar que existe una relacio´n entre estas magnitudes. A
medida que la posicio´n de montaje de los engranajes se aleja de la porcio´n central de
los ejes, tanto la desalineacio´n angular como el factor de distribucio´n longitudinal de la
carga aumentan. Cuando se alcanza un ma´ximo en la variacio´n de la desalineacio´n de los
engranajes, se obtiene un ma´ximo en la variacio´n del factor longitudinal de carga. Este
comportamiento se produce debido a la existencia de dos efectos opuestos, relacionados
con la posicio´n de montaje de los engranajes sobre los ejes:
(i) La desalineacio´n angular de los engranajes aumenta a medida que e´stos se in-
stalan en una posicio´n ma´s alejada del centro del eje. Como consecuencia, la
desalineacio´n equivalente del engrane aumenta, incrementando de esta forma el
factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
(ii) La desalineacio´n angular de los ejes decrece, puesto que la carga total se situ´a ma´s
cerca de los apoyos y la magnitud del momento interno que provoca la flexio´n de
los ejes se reduce. Como consecuencia, se reduce la desalineacio´n equivalente del
engrane, reducie´ndose tambie´n el factor de disribucio´n longitudinal de la carga.
Por otra parte, las figuras 5.10b y 5.10d muestran la variacio´n del error en la distancia
entre centros y el factor de distribucio´n longitudinal de la carga para algunos casos de
disen˜o. En este caso no se observa ninguna relacio´n entre ambas magnitudes.
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KHβ−FEM → dsh125 dsh130 dsh135
Misalignment→ dsh125 dsh130 dsh135
Figura 5.10: Comparacio´n de la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de
la carga (KHβ) con: (a) y (c) desalineacio´n angular y (b) y (d) error en distancia entre
centros
5.10.2 Evolucio´n y comparacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga y el dia´metro de los ejes
La figura 5.11 muestra la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga,
calculado por el me´todo de los elementos finitos y por el me´todo C propuesto por la
norma ISO-6336, con el dia´metro del eje del pin˜o´n (dsh1), para algunos casos de disen˜o.
Independientemente del me´todo usado para su ca´lculo, las figuras 5.11a, 5.11b y 5.11c
muestran que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga decrece a medida que
el dia´metro de los ejes aumenta. Esto se debe a un incremento en la rigidez de la
transmisio´n que hace que la desalineacio´n del engrane en el plano de accio´n producida
por la deflexio´n de los ejes se reduzca.
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(d) zg = 0.5L, L = 300 mm
FEM → b20 b40 b60 b80
ISO → b20 b40 b60 b80
Figura 5.11: Variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ) con
distintos valores del dia´metro del eje del pin˜o´n (dsh1) para algunos casos de disen˜o
Por el contrario, la figura 5.11d muestra que cuando los engranajes se instalan en una
posicio´n coincidente con el centro del eje (zg = 0.5L), en la que se minimiza la de-
salineacio´n angular de los engranajes, el factor de distribucio´n longitudinal de la carga
permanece constante cuando se calcula segu´n el me´todo C propuesto por la norma ISO-
6336. Sin embargo, cuando el factor de distribucio´n longitudinal de la carga se calcula
mediante el me´todo de los elementos finitos, se observa una leve disminucio´n de su
magnitud a medida que se incrementa el dia´metro del eje. Esta disminucio´n es ma´s
acentuada en aquellos casos donde el ancho de cara de los engranajes es mayor.
Como se ha descrito en el cap´ıtulo 3, los cambios bruscos de la seccio´n transversal de la
viga mediante la que se modeliza el conjunto eje-engranaje pueden tener cierta influencia
sobre su comportamiento a flexio´n. La influencia de estos cambios bruscos se ha tenido
en cuenta en el modelo de elementos finitos FEM2.2, descrito en el apartado 4.6.1, y
utilizado para llevar a cabo este estudio. En este modelo de elementos finitos, el eje y el
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cuerpo del engranaje se modelizan mediante elementos finitos de tipo viga. El mo´dulo
resistente de la seccio´n de los elementos viga mediante los que se simula el cuerpo de los
engranajes se calcula a partir de un dia´metro equivalente, cuyo valor en el extremo del
engranaje es igual al dia´metro del eje sobre el que va montado, y crece linealmente hasta
alcanzar el dia´metro primitivo del engranaje. Este incremento del dia´metro equivalente
se muestra en la figura 5.12a para un pin˜o´n cuyo ancho de cara es b = 80 mm y distintos
dia´metros de eje.
b = 80 mm









Figura 5.12: (a) Diagrama de evolucio´n del dia´metro considerado para el compor-
tamiento a flexio´n en el modelo FEM2.2 y (b) funcio´n de intensidad de carga deter-
minada a partir del modelo FEM2.2 cuando b = 80 mm y L = 300 mm
Esta consideracio´n hace que la rigidez a flexio´n del cuerpo del engranaje dependa del
dia´metro del eje sobre el que va instalado. Esto provoca que la funcio´n de distribucio´n
de la carga tenga cierta dependencia sobre el dia´metro considerado de los ejes, como se
puede observar en la figura 5.12b. Se puede apreciar una correlacio´n entre el dia´metro
equivalente considerado para el ca´lculo del mo´dulo resistente de las secciones transver-
sales del engranaje y la distribucio´n resultante de intensidad de carga, que afecta al
valor calculado del factor de distribucio´n longitudinal de la carga, y que justifica las
conclusiones extra´ıdas de la observacio´n de la figura 5.11d.
5.10.3 Evolucio´n y comparacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga y ancho de cara de los engranajes
La figura 5.13 muestra la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga,
calculado por el me´todo de los elementos finitos y por el me´todo C propuesto por la
norma ISO-6336, con el ancho de cara de los engranajes (b), para algunos casos de
disen˜o.
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(a) zg = 0.2L, L = 300 mm









(b) zg = 0.3L, L = 300 mm









(c) zg = 0.4L, L = 300 mm










(d) zg = 0.5L, L = 300 mm
FEM → dsh125 dsh130 dsh135
ISO→ dsh125 dsh130 dsh135
Figura 5.13: Variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ) con
distintos valores de ancho de cara (b) para algunos casos de disen˜o
En las figuras 5.13a, 5.13b y 5.13c se observa que cuando el factor de distribucio´n lon-
gitudinal de la carga se calcula por el me´todo de los elementos finitos, se produce una
variacio´n no lineal de su magnitud a medida que se incrementa el ancho de cara de los
engranajes. Por el contrario, la relacio´n entre el factor de distribucio´n longitudinal de la
carga y el ancho de cara es pra´cticamente lineal cuando se calcula utilizando el me´todo
C de la norma ISO-6336. En ambos casos los valores del factor de distribucio´n longitudi-
nal de la carga se incrementan a medida que lo hace el ancho de cara de los engranajes.
Estas tendencias se mantienen cuando la posicio´n de montaje de los engranajes coincide
con el centro de los ejes (zg = 0.5L), como se muestra en la figura 5.13d.
La comparacio´n entre los valores obtenidos mediante el me´todo de los elementos finitos
y el me´todo C de la norma ISO-6336 muestra que el factor de distribucio´n longitudinal
de la carga calculado utilizando las ecuaciones propuestas en la norma ISO-6336 tiende
a ser ma´s pequen˜o que el obtenido mediante el me´todo de los elementos finitos cuando el
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ancho de cara es pequen˜o. En cambio, los valores del factor de distribucio´n longitudinal
obtenidos a partir del me´todo C de la norma ISO-6336 tienden a ser mayores que los
obtenidos con el modelo de elementos finitos cuando el ancho de cara es grande.
No obstante, cuando los engranajes se instalan en la posicio´n central de los ejes, el factor
de distribucio´n longitudinal de la carga calculado a partir del modelo de elementos fini-
tos siempre es mayor que el calculado por el me´todo C de la norma ISO-6336. Como se
deduce de la ecuacio´n 5.27, en esta posicio´n la componente de desalineacio´n del engrane
correspondiente a la flexio´n del eje es nula, y u´nicamente se considera la componente de
desalineacio´n del engrane producida por la torsio´n de las geometr´ıas de los engranajes.
Esto indica que en estos casos, la formulacio´n propuesta por la norma ISO-6336 subes-
tima el efecto de la desalineacio´n del engrane producida por la torsio´n de los engranajes
en el incremento de la intensidad de carga.
5.10.4 Evolucio´n y comparacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga y longitud de los ejes
La figura 5.14 muestra la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga,
calculado por el me´todo de los elementos finitos y por el me´todo C propuesto por la
norma ISO-6336, con la longitud de los ejes (L), para algunos casos de disen˜o.
Por una parte, se observa un incremento no lineal del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga cuando este se calcula mediante el me´todo de los elementos finitos. Por otra
parte, este incremento es lineal cuando el factor de distribucio´n longitudinal de la carga
se calcula siguiendo la norma ISO-6336.
Cuando los engranajes se instalan en la porcio´n central de los ejes (zg = 0.5L, no
mostrado en la figura), los factores de carga permanecen constantes, siendo menor el
obtenido mediante el me´todo de los elementos finitos.
5.10.5 Evolucio´n y comparacio´n del factor de distribucio´n longitudinal
de la carga y posicio´n de montaje de los engranajes sobre los
ejes
La figura 5.15 muestra la variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga,
calculado por el me´todo de los elementos finitos y por el me´todo C propuesto por la
norma ISO-6336, con la posicio´n relativa de los engranajes sobre los ejes (zg), para
algunos casos de disen˜o.
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(a) zg = 0.45L, b = 20 mm










(b) zg = 0.45L, b = 40 mm










(c) zg = 0.45L, b = 60 mm










(d) zg = 0.45L, b = 80 mm
FEM → dsh125 dsh130 dsh135
ISO→ dsh125 dsh130 dsh135
Figura 5.14: Variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ) con
distintos valores de longitud de los ejes (L) para algunos casos de disen˜o
En ambos casos, se observa que se produce un incremento de la magnitud del factor
de distribucio´n longitudinal de la carga a medida que la posicio´n de montaje de los
engranajes se aleja del plano medio del eje. Estas variaciones esta´n relacionadas con la
variacio´n de la desalineacio´n angular mostrada en las figuras 5.10a y 5.10c.
Por otra parte, se observa que se alcanza un ma´ximo en la variacio´n del factor de dis-
tribucio´n longitudinal de la carga cuando e´ste se calcula a partir del modelo de elementos
finitos. Este ma´ximo se produce cuando la posicio´n de montaje de los engranajes sobre
el eje esta´ en la parte central comprendida entre el plano medio del eje y los apoyos
(zg = 0.25L y zg = 0.75L). En cambio, ese ma´ximo no se alcanza cuando el factor de
carga se calcula utilizando el me´todo propuesto en la norma ISO.
Para anchos de cara del engranaje pequen˜os, el factor de carga calculado por el me´todo
C de la norma ISO-6336 tiende a ser menor que el obtenido a partir del ana´lisis del
Cap´ıtulo 5. Modelo anal´ıtico para el ana´lisis tensional de transmisiones por engranaje.
Ana´lisis del factor de distribucio´n longitudinal de la carga 189












(a) L = 300 mm, b = 20 mm












(b) L = 300 mm, b = 40 mm












(c) L = 300 mm, b = 60 mm












(d) L = 300 mm, b = 80 mm
FEM → dsh125 dsh130 dsh135
ISO→ dsh125 dsh130 dsh135
Figura 5.15: Variacio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ) con
distintos valores de la posicio´n relativa que ocupan los engranajes sobre los ejes (zg/L)
para algunos casos de disen˜o
modelo de elementos finitos. Por otra parte, en anchos de cara grandes (figura 5.15a), el
factor de carga calculado por el me´todo C de la norma ISO-6336 tiende a ser ma´s grande
que el calculado a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos (figura 5.15d).
5.10.6 Diferencia relativa entre factores de distribucio´n longitudinal
de la carga y el ratio b/L
Para cada uno de los casos de disen˜o investigados, se ha calculado la diferencia relativa
(rel) entre el factor de distribucio´n longitudinal de la carga calculado por el me´todo C de
la norma ISO-6336 (KHβ−C) y el obtenido a partir del ana´lisis del modelo de elementos
finitos (KHβ−FEM ), utilizando la siguiente expresio´n:
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La figura 5.16 muestra los resultados de diferencia relativa obtenidos para cuatro valores
representativos del ratio zg/L. Para cada caso representativo de zg/L se ha investigado
la variacio´n de rel con el ratio de b/L. Se ha obtenido una regresio´n lineal entre rel y
b/L, que muestra una tendencia creciente con el ratio b/L, aunque con cierta dispersio´n.

















L = 0.20, R
2 = 0.7923

















L = 0.25, R
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L = 0.30, R
2 = 0.8676

















L = 0.40, R
2 = 0.7603
dsh125 dsh130 dsh135
Figura 5.16: Regresiones lineales entre rel y el cociente
b




Por otro lado, es posible obtender una curva envolvente de valores mı´nimos de rel y
una curva envolvente de valores ma´ximos de rel para cada caso representativo de zg/L.
La figura 5.17a muestra la curva envolvente de valores mı´nimos de rel para el caso
zg = 0.4L. La figura 5.17b muestra la curva envolvente de valores ma´ximos de rel para
el mismo caso.
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L = 0.40, contorno inferior

















L = 0.40, contorno superior
dsh125 dsh130 dsh135




Toda la informacio´n obtenida sobre los valores ma´ximos y mı´nimos de rel se ha resumido
en la figura 5.18, donde se comprenden todos los casos estudiados. La figura 5.18a
muestra los valores mı´nimos de rel, mientras la figura 5.18b muestra los valores ma´ximos
de rel para cada par de valores (zg/L, b/L). Las l´ıneas so´lidas indican que han ido
obtenidas a partir de la interpolacio´n de los valores obtenidos a partir los casos de
estudio investigados. Las l´ıneas discontinuas indican que han sido obtenidas mediante
extrapolacio´n de los valores obtenidos a partir los casos de estudio investigados. Las
zonas rayadas representan casos de disen˜o con incompatibilidades geome´tricas, como por
ejemplo, casos en los que por su posicio´n de montaje, una porcio´n del engranaje quedar´ıa
fuera de la longitud del eje. Los puntos marcados con una aspa hacen referencia a las
combinaciones investigadas.





L) donde los valores mı´nimos de rel son negativos. La zona con sombreado





los valores ma´ximos de rel son negativos. La zona con sombreado gris oscuro de la
figura 5.18a representa las combinaciones en las que tanto los valores mı´nimos de rel
como los valores ma´ximos son negativos.
En las figuras se observa que la norma tiende a ofrecer valores poco conservadores del
factor de distribucio´n longitudinal de la carga cuando el ancho de cara de los engranajes
es pequen˜o comparado con la longitud de los ejes (b/L < 0.3). Para este rango de
relaciones de b/L, los disen˜adores deben prestar especial intere´s a las zonas sombreadas
con gris oscuro, pues en estas zonas los valores obtenidos deKHβ−C siempre son inferiores
que los de KHβ−FEM . En el resto de esta zona, las diferencias relativas del factor de
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Figura 5.18: Mapeado de valores envolventes (a) mı´nimos y (b) ma´ximos de valores
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distribucio´n longitudinal de la carga calculado mediante el me´todo C de la norma con
respecto al obtenido mediante el ana´lisis del modelo de elementos finitos oscilan entre
−10% y +50%.
Cuando la relacio´n entre el ancho de cara de los engranajes y la longitud de los ejes
es moderada (0.3 < b/L < 0.6), las diferencias relativas entre el factor de distribucio´n
longitudinal de la carga calculado por el me´todo C de la norma ISO-6336 con respecto
al obtenido a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos oscilan entre −10% y
+90%.
Cuando los anchos de cara de los engranajes son grandes comparados con la longitud de
los ejes sobre los que van instalados (b/L > 0.7), el factor de distribucio´n longitudinal
de la carga calculado a partir del me´todo C de la norma ISO-6336 siempre es mayor que
el obtenido a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos, llevando a disen˜os de la
transmisio´n conservativos.
Por otra parte, se observa como el factor de distribucio´n de la carga calculado a trave´s
de la norma ISO-6336 tiene a ser ma´s grande que el calculado a trave´s del ana´lisis del
modelo de elementos finitos en las posiciones de montaje extremas, mientras que cuando
los engranajes se instalan en posiciones centradas sobre los ejes estas diferencias tienden
a reducirse.
En general, y para los disen˜os habituales de transmisiones de engranajes, con relaciones
entre anchos de cara de engranajes y longitudes de ejes moderadas (0.3 < b/L < 0.6),
y posiciones de montaje centradas sobre el eje (0.4 < zg/L < 0.6), puede concluirse
que el me´todo C de la norma ISO-6336 tiende a ofrecer valores conservadores del factor
de distribucio´n longitudinal de la carga, cuyas diferencias relativas con respecto a los
valores obtenidos a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos oscilan entre un
valor mı´nimo de −5% y un valor ma´ximo de +50%.
5.11 Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha investigado el factor de distribucio´n longitudinal de la carga (KHβ)
presente en la conocida norma ISO-6336, que tiene en cuenta los efectos que produce
una distribucio´n no uniforme de la carga a lo largo del ancho de cara de los dientes de
engranaje sobre las tensiones de contacto y las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente.
La norma propone dos metodolog´ıas distintas para el ca´lculo de este factor, denominadas
me´todo B y me´todo C. El me´todo B es un me´todo iterativo, mientras que el me´todo C
es un me´todo anal´ıtico basado en una simplificacio´n del me´todo B. Ambos me´todos de
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ca´lculo han sido expuestos y analizados en este cap´ıtulo, aunque por su utilidad en la
industria, ha sido el me´todo C el que ha sido el objetivo principal del estudio.
Dicho me´todo ha sido utilizado para realizar un extenso estudio en el que se ha calculado
el factor de distribucio´n longitudinal de la carga por el me´todo C de la norma ISO-6336
(KHβ−C) para 456 casos de disen˜o de una transmisio´n de engranajes, que incluyen
variaciones de los para´metros principales de disen˜o que influyen en este para´metro: la
posicio´n de los engranajes sobre los ejes, el ancho de cara de los engranajes, el dia´metro
del eje del pin˜o´n y la longitud de los ejes.
Los valores del factor de distribucio´n longitudinal de la carga obtenidos utilizando el
me´todo C propuesto en la norma ISO-6336 se han comparado con los calculados a partir
del ana´lisis de un modelo avanzado de elementos finitos (KHβ−FEM ). Esta comparacio´n
ha permitido obtener las siguientes conclusiones:
(i) Se observa una correlacio´n entre el factor de distribucio´n longitudinal de la carga
KHβ−FEM y la desalineacio´n angular en el plano de accio´n, proporcionando ma´ximos
relativos de KHβ−FEM cuando se ha variado la posicio´n de montaje de los engrana-
jes sobre los ejes.
(ii) Se observa que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga tiende a disminuir
a medida que se incrementa el dia´metro de los ejes de los engranajes. El incremento
de rigidez que supone el aumento del dia´metro de los ejes hace que las desalinea-
ciones del engrane se reduzcan, y con ellas, el factor de distribucio´n longitudinal
de la carga.
(iii) Se observa que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga tiende a incre-
mentarse a medida que aumenta el ancho de cara de los engranajes. Cuando los
anchos de cara son pequen˜os, KHβ−C tiende a ser menor que KHβ−FEM . En
cambio, cuando los anchos de cara son grandes, KHβ−C tiende a ser mayor que
KHβ−FEM .
(iv) Se observa que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga se incrementa
con la longitud de los ejes. Las diferencias entre KHβ−FEM y KHβ−C se reducen
cuando los ejes son cortos, y aumentan a medida que lo hace la longitud de los
ejes.
(v) Se observa que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga aumenta a me-
dida que los engranajes se desplazan de la posicio´n central del eje. Mientras que
KHβ−FEM alcanza un ma´ximo en las posiciones zg = 0.25L y zg = 0.75L, no se
observa ningu´n ma´ximo en la evolucio´n de KHβ−C al variar la posicio´n de montaje
de los engranajes sobre los ejes.
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(vi) Se ha obtenido un mapeado de valores ma´ximos y mı´nimos de las diferencies relati-
vas entre KHβ−FEM y KHβ−C , considerando como variables la posicio´n de montaje
de los engranajes sobre los ejes y el cociente entre el ancho de cara y la longitud de
los ejes, proporcionando informacio´n de intere´s para los disen˜adores de engranajes.
Los resultados presentados en este cap´ıtulo esta´n incluidos en la referencia [163].

Cap´ıtulo 6
Modelo semianal´ıtico para el
ca´lculo de la distribucio´n de
presio´n de contacto en
transmisiones por engranaje
6.1 Introduccio´n
Uno de los objetivos principales a cumplir cuando se disen˜a una nueva transmisio´n de
engranajes es conseguir transmitir la mayor cantidad de potencia sin perder durabilidad
de la transmisio´n [1]. En este tipo de transmisiones, la potencia se transmite a trave´s del
contacto que se produce entre los dientes del pin˜o´n y de la rueda, y como consecuencia
de este contacto se genera una distribucio´n de presio´n que actu´a sobre las superficies del
pin˜o´n y de la rueda.
La forma en la que esta presio´n de contacto se distribuye sobre las superficies de contacto,
y especialmente los valores ma´ximos de presio´n alcanzados, tienen una gran influencia
sobre la durabilidad de las superficies de los engranajes y sobre la resistencia a los
esfuerzos de flexio´n en la ra´ız de los dientes [20, 77]. Por ese motivo, estos dos para´metros
se suelen considerar determinantes cuando se calcula la capacidad de carga de una
transmisio´n de engranajes [1, 2].
La determinacio´n de la distribucio´n de la presio´n de contacto, y especialmente de los
valores ma´ximos de presio´n alcanzados, ha sido de gran intere´s para las principales gu´ıas
de disen˜o de engranajes utilizadas en la industria, entre las que destacan la norma ISO-
6336 [9] y la norma AGMA-2001-D4 [10]. Como se ha descrito en el cap´ıtulo 5, en estas
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normas se proponen me´todos de ca´lculo basados en factores de influencia que permiten
realizar una estimacio´n de los valores ma´ximos de presio´n de contacto, y a partir de
ellos, estimar la capacidad de carga de los engranajes.
Sin embargo, ma´s alla´ de los modelos simplificados de ca´lculo propuestos por estas
normas, hay situaciones en las que se requiere un ana´lisis ma´s exhaustivo del proceso
de engrane bajo carga para ayudar al disen˜ador a mejorar el disen˜o de la transmisio´n.
Para satisfacer este requerimiento, se han desarrollado distintas aproximaciones que
adema´s de los valores ma´ximos de presio´n de contacto son capaces de proporcionar otra
informacio´n relevante para el disen˜ador, como la distribucio´n de presio´n o el error de
transmisio´n.
Algunas de estas aproximaciones utilizan soluciones anal´ıticas [28, 164], generalmente
basadas en la teor´ıa de contacto de Hertz [7], para determinar la distribucio´n de presio´n
que se generan como consecuencia del contacto entre los dientes de los engranajes. Otras
aproximaciones se basan en me´todos nu´mericos basados en la discretizacio´n del dominio,
como el me´todo de los elementos finitos. Como se ha comentado en el cap´ıtulo 4,
han sido varios los autores que han utilizado este me´todo de ana´lisis para investigar el
comportamiento bajo carga de las transmisiones de engranajes [39, 82, 138]. Comparadas
con el me´todo de los elementos finitos, se puede decir que las aproximaciones anal´ıticas
son ma´s eficientes en te´rminos de coste computacional, pero tienen algunas limitaciones
de aplicacio´n derivadas de las hipo´tesis bajo las que se han formulado, que hace que
no sean apropiadas para algunos casos de estudio. Por otra parte, las aproximaciones
basadas en el me´todo de los elementos finitos pueden superar estas limitaciones, pero a
un coste computacional muy superior.
Como una alternativa intermedia a estas dos aproximaciones se han propuesto distin-
tos me´todos semianal´ıticos, cuyo propo´sito principal es la estimacio´n ra´pida de la dis-
tribucio´n de presio´n resultante del contacto entre dientes de engranaje bajo carga. La
mayor´ıa de estos me´todos se basan en la utilizacio´n de un dominio discretizado, en el que
coeficientes de influencia relacionan las presiones de contacto con los desplazamientos
que producen en las superficies los so´lidos involucrados en el contacto. Entre ellos, los
ma´s relevantes son los propuestos por Sheveleva [27], Guilbault [48], Wu [52], Wink [50],
Mahanta [47] y Pop [54]. Sin embargo, en estos trabajos los modelos de ca´lculo no se
considera la desalineacio´n de los engranajes producida por la deformacio´n de los ejes
bajo carga, que puede tener una importancia significante en la formacio´n del contacto y
en la distribucio´n de presio´n resultante. Adema´s, efectos que generan incrementos de la
presio´n de contacto, como la presencia cercana de bordes de las superficie de contacto,
no siempre son tenidos en cuenta en estos estudios.
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Por lo tanto, el objetivo de este cap´ıtulo sera´ proponer un me´todo capaz de realizar
una estimacio´n ra´pida de la distribucio´n de presio´n que se produce en el contacto en-
tre los dientes de los engranajes de una transmisio´n bajo carga teniendo en cuenta la
desalineacio´n de los engranajes que se produce como consecuencia de la deformacio´n de
los ejes bajo carga. A tal efecto, en primer lugar se expondra´n los principios teo´ricos
que permiten resolver el problema de contacto sin friccio´n entre dos so´lidos. Posteri-
ormente se describira´ la implementacio´n de los algoritmos que permiten aplicar dichos
principios teo´ricos a casos generales de contacto, y se formulara´ una nueva estrategia
de refinamiento adaptativo que permitira´ reducir el coste computacional del algoritmo.
Por u´ltimo, el me´todo se particularizara´ para la resolucio´n de problemas de contacto
en transmisiones de engranajes. La investigacio´n realizada se ilustrara´ con ejemplos
nume´ricos, y los resultados obtenidos sera´n validados con la ayuda de los modelos de
elementos finitos propuestos en el cap´ıtulo 4.
6.2 Deformacio´n producida en la superficie de un so´lido
por una distribucio´n de presio´n. Elementos de presio´n.
La base teo´rica de los me´todos utilizados en este cap´ıtulo corresponde a la aproximacio´n
cla´sica que da solucio´n al problema tensional y deformacional resultante al aplicar una
carga puntual en un semiespacio ela´stico. Esta solucio´n fue propuesta inicialmente por
Boussinesq [42] (para cargas normales) y Cerruti [43] (para cargas tangenciales), y pos-
teriormente extendida por Love [165], y sus l´ıneas principales se exponen a continuacio´n.
Conside´rese un so´lido cuyas caracter´ısticas permitan estudiarlo bajo las hipo´tesis de
semiespacio ela´stico, como el mostrado en la figura 6.1. Sobre este so´lido se define un
sistema de coordenadas de referencia, cuyos ejes X e Y definen un plano coincidente con
su superficie, y el eje Z apunta hacia su interior. Sobre la superficie de este so´lido se
aplica una distribucio´n de presio´n normal (p) que actu´a sobre un a´rea denotada por S.
Conside´rese un punto gene´rico C perteneciente al a´rea S, cuya posicio´n viene definida
por el vector r′(ξ, η), donde las variables (ξ, η) corresponden a las coordenadas de puntos
superficiales dentro del a´rea S. Conside´rese otro punto gene´rico H perteneciente a la
superficie del so´lido, cuya posicio´n viene definida por el vector r(x, y). Cuando el a´rea
de S tiende a cero, la distribucio´n de presio´n se convierte en una carga puntual (P ),
normal a la superficie y aplicada en el punto C. El desplazamiento normal ela´stico en
un punto H de la superficie producido por dicha carga puntual se denota por ω(r), y se
puede calcular mediante la conocida relacio´n de Boussinesq [42]:
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donde ν es el coeficiente de Poisson y G el mo´dulo de cizalladura.
El desplazamiento normal que se produce en el punto H debido a una distribucio´n de
presio´n normal aplicada sobre el a´rea S se puede determinar a partir de la ecuacio´n 6.1







|r− r′| dξ dη (6.2)
La solucio´n a la ecuacio´n 6.2 requiere de la evaluacio´n de una integral sobre el a´rea S
donde esta´ aplicada la presio´n, que puede tener distinto grado de dificultad, dependiendo
de la tipolog´ıa del a´rea y de la distribucio´n de presio´n considerada.
De acuerdo con Svec [166], evaluar esta integral de forma nume´rica no es una alternativa
apropiada, pues al ser una integral impropia repercute en resultados de poca precisio´n.
Por este motivo, a lo largo de los an˜os se han obtenido diversas soluciones expl´ıcitas de
esta integral para ciertas distribuciones de presio´n aplicadas sobre a´reas S con geometr´ıas
determinadas, llamadas elementos de presio´n y denotadas por ∆j . Cada elemento de
presio´n tiene una a´rea asociada, denotada por Aj .
De esta manera, Love [167] obtuvo una solucio´n expl´ıcita de esta integral para elementos
de presio´n rectangulares sometidos a una distribucio´n de presio´n uniforme. Sobre este
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mismo tipo de elementos de presio´n, Dydo y Busby [168] consideraron distribuciones de
presio´n descritas por polinomios de primer orden. Por otra parte, Svec y Gladwell [166]
obtuvieron la solucio´n para distribuciones de presio´n descritas por polinomios y aplicadas
sobre elementos triangulares. Otras distribuciones de presio´n aplicadas sobre geometr´ıas
triangulares fueron estudiados por Kalker [41] y Li [169].
Aunque se han propuesto soluciones para elementos de presio´n con otros tipos de ge-
ometr´ıa, como las circulares [167] o hexagonales [7], en este trabajo u´nicamente se han
contemplado elementos de presio´n con geometr´ıas rectangulares y triangulares, puesto
que son los que ofrecen una mayor versatilidad a la hora de realizar la discretizacio´n de
un dominio plano.
En cuanto a la topolog´ıa de las distribucio´n de presio´n, en este trabajo se supondra´ que
sobre cada elemento de presio´n actu´a una distribucio´n de presio´n uniforme, de manera
que p(r) = pj . De acuerdo con deMul [44] la utilizacio´n de aproximaciones ma´s precisas
de la distribucio´n de presio´n repercute en expresiones muy complejas e incrementos del
tiempo computacional, sin que ello suponga una ganancia notable en la precisio´n de
los resultados. Bajo estos supuestos, la ecuacio´n 6.2 para el ca´lculo del desplazamiento
normal que se produce en un punto cualquiera de la superficie del so´lido debido a una










En los apartados siguientes se exponen las soluciones explicitas de la ecuacio´n 6.3 para
elementos de presio´n rectangulares (apartado 6.2.2) y triangulares (apartado 6.2.3) sobre
los que actu´a una distribucio´n de presio´n uniforme. Ambas soluciones se derivan a
partir de la expresio´n que permite calcular el desplazamiento normal en el ve´rtice de un
elemento de presio´n triangular sobre el que actu´a una distribucio´n uniforme de presio´n,
cuyo desarrollo se expone a continuacio´n.
6.2.1 Deformacio´n en el ve´rtice de un elemento de presio´n triangular
producida por una distribucio´n uniforme de presio´n
Considere un elemento de presio´n triangular ∆j como el mostrado en la figura 6.2, cuyo
ve´rtice coincide con el punto H de la superficie del so´lido. La distancia mı´nima entre el
punto H y la arista opuesta del tria´ngulo se denota por Ni.
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Figura 6.2: Geometr´ıa de un elemento de presio´n triangular ∆j
El desplazamiento normal ela´stico que se produce en el punto H al aplicar una dis-
tribucio´n de presio´n uniforme sobre el elemento de presio´n ∆j se puede determinar
mediante la expresio´n 6.3. En este caso, la evaluacio´n de la integral presente en esta
ecuacio´n es conveniente realizarla utilizando un sistema de coordenadas polares (s, ϕ)
con origen en el punto H. En este sistema de coordenadas, se pueden establecer las
siguientes relaciones:




= Ni csc θ (6.4b)




























Ni csc θ dθ (6.6)
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La resolucio´n anal´ıtica de la integral presente en la ecuacio´n anterior es conocida:
∫ 2i−1
2i







Y por lo tanto la ecuacio´n 6.3 se puede reescribir de la siguiente forma, obtenie´ndose
as´ı una solucio´n expl´ıcita para el desplazamiento normal producido en el ve´rtice H del












Esta expresio´n se atribuye a Svec y Gladwell [166].
Un caso particular de esta tipolog´ıa de elemento de presio´n es cuando ϕ1 = 0
o y
2i−1 = 90o, obtenie´ndose como resultado un tria´ngulo recta´ngulo, como se muestra
en la figura 6.3. En este caso, uno de los l´ımites de integracio´n de la ecuacio´n 6.8 esta´




























Figura 6.3: Geometr´ıa de un elemento de presio´n triangular ∆j cuando φ1 = 0
o y
2i−1 = 90o
El desplazamiento normal ela´stico de un punto de la superficie del so´lido debido a una
presio´n uniforme aplicada en una a´rea poligonal cualquiera se podra´ determinar por la
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adicio´n algebraica de elementos de presio´n triangulares como los mostrados anterior-
mente, recta´ngulos o no, segu´n convenga.
6.2.2 Deformacio´n en un punto cualquiera de la superficie de un so´lido
producida por una distribucio´n uniforme de presio´n aplicada so-
bre un elemento de presio´n rectangular
Considere ahora un elemento de presio´n rectangular ∆j de a´rea Aj = 2a · 2b, cuyas
dimensiones principales son paralelas al sistema de coordenadas de referencia, como se
muestra en la figura 6.4. El desplazamiento normal ela´stico que se produce en el punto
H de la superficie del so´lido al aplicar una distribucio´n de presio´n uniforme sobre el
elemento de presio´n rectangular ∆j se puede determinar mediante la adicio´n algebraica
de los desplazamientos producidos por una distribucio´n de presio´n uniforme que actu´a
sobre ocho elementos de presio´n en forma de tria´ngulo recta´ngulo cuyo ve´rtice coin-
cide con el punto H. El resultado de esta adicio´n fue obtenido en primer te´rmino por
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√
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]
(6.10)
La ecuacio´n 6.10 se puede reescribir, de manera que el desplazamiento normal ela´stico
en el punto H se exprese segu´n la siguiente ecuacio´n:
ω(r) = fj(r) · pj (6.11)
donde fj(r) es el coeficiente de influencia del elemento de presio´n rectangular ∆j sobre
el punto H. Este coeficiente de influencia representa el desplazamiento normal ela´stico
producido en el punto H por una distribucio´n de presio´n unitaria aplicada sobre el
elemento de presio´n ∆j , que se calcula segu´n la siguiente ecuacio´n:
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6.2.3 Deformacio´n en un punto cualquiera de la superficie de un so´lido
producida por una distribucio´n uniforme de presio´n aplicada so-
bre un elemento de presio´n triangular
Por u´ltimo, considere un elemento de presio´n triangular ∆j como el mostrado en la
figura 6.5.
El desplazamiento normal ela´stico que se produce en el punto H de la superficie del so´lido
al aplicar una distribucio´n de presio´n uniforme sobre el elemento de presio´n triangular ∆j
se puede determinar mediante la adicio´n algebraica de los desplazamientos producidos
por una distribucio´n de presio´n uniforme que actu´a sobre tres elementos de presio´n
triangulares cuyo ve´rtice coincide con el punto H, como se ilustra en la figura 6.6.
De esta manera y teniendo en cuenta la ecuacio´n 6.8, el desplazamiento normal ela´stico
en H se determinara´ mediante la siguiente ecuacio´n:
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Triángulo 1 Triángulo 2 Triángulo 3
H H
Figura 6.6: Descomposicio´n de un elemento de presio´n triangular cuando el punto H
























La ecuacio´n 6.13 se puede reescribir, de manera que el desplazamiento normal ela´stico
en un punto H de la superficie del so´lido sea:
ω(r) = fj(r) · pj (6.14)
Donde fj(r) es el coeficiente de influencia del elemento de presio´n triangular ∆j sobre
el punto H, calculado segu´n la siguiente ecuacio´n:
Cap´ıtulo 6. Modelo semianal´ıtico para el ca´lculo de la distribucio´n de presio´n de


















Svec y Gladwell [166] demostraron que esta formulacio´n tambie´n es va´lida cua´ndo el
punto H esta´ situado fuera del tria´ngulo de presio´n. En ese caso, sera´ necesario tener en
cuenta los signos correctos en la adicio´n de los tria´ngulos para el ca´lculo del desplaza-
miento normal ela´stico en el punto H. Por ejemplo, considere que se desea determinar
el desplazamiento normal ela´stico en un punto H que se encuentra fuera de la geometr´ıa
del elemento de presio´n, como se ilustra en la figura 6.7. En este caso, el desplazamiento
normal ela´stico producido en este punto se determina mediante la suma de los desplaza-
mientos producidos al aplicar una distribucio´n uniforme de presio´n en los tria´ngulos 1
y 2, y restando el desplazamiento producido al aplicar la misma distribucio´n de presio´n
sobre el tria´ngulo 3.
H
Triángulo 1 Triángulo 2 Triángulo 3
H H
Figura 6.7: Descomposicio´n de un elemento de presio´n triangular cuando el punto H
esta´ fuera de la geometr´ıa del elemento de presio´n
Por lo tanto, antes de realizar el ca´lculo del coeficiente de influencia de un elemento
de presio´n triangular sobre un punto H situado fuera de su geometr´ıa, sera´ necesario
determinar la descomposicio´n del elemento de presio´n en tria´ngulos con ve´rtice en H,
y ver si su coeficiente de influencia contribuye sumando o restando al coeficiente de
influencia global del elemento de presio´n triangular.
6.2.4 Deformacio´n en un punto cualquiera de la superficie de un so´lido
producida por una distribucio´n arbitraria de presio´n
En ocasiones, la distribucio´n de presio´n y el a´rea sobre la que e´sta se aplica no se ajustan
a ningu´n caso para el cual se haya propuesto una solucio´n expl´ıcita. En estos casos, la
evaluacio´n de la ecuacio´n 6.2 se puede realizar discretizando el a´rea S donde se aplica
la presio´n en n elementos de presio´n ∆j del taman˜o y forma adecuados, para los cuales
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s´ı exista una solucio´n expl´ıcita de la ecuacio´n 6.2. El desplazamiento normal ela´stico en
cualquier punto H de la superficie del so´lido se determinara´ mediante superposicio´n de
los desplazamientos originados por distribuciones uniformes de presio´n aplicadas sobre





De esta forma es posible considerar a´reas de presio´n con formas complejas, as´ı como
distribuciones de presio´n no uniformes.
6.3 Modelo semianal´ıtico para resolver el problema de con-
tacto entre dos so´lidos en ausencia de friccio´n
Los principios expuestos anteriormente se pueden aplicar para obtener la distribucio´n
de presio´n de contacto que se produce cuando dos so´lidos, que por sus caracter´ısticas se
pueden estudiar bajo las hipo´tesis de semiespacio ela´stico, se presionan el uno contra el
otro en ausencia de friccio´n.
Conside´rese dos solidos (P y W ) en su posicio´n inicial de contacto, como se ilustra en
la figura 6.8. El punto inicial de contacto se denota por OL. En este punto, se define
un plano de tangente comu´n Π, que es tan cercano a las superficies de los so´lidos en la
zona de contacto que la deformacio´n de los mismos se puede referir a e´l bajo la teor´ıa de
elasticidad de pequen˜as deformaciones. Asimismo, se define un sistema de coordenadas
Cartesiano local al contacto, cuyo eje ZL es normal al plano Π y apunta hacia el exterior
del so´lido P . Los ejes XL e YL esta´n contenidos en el plano Π. Los vectores unitarios
asociados a este sistema de coordenadas se denotan por uXL , uYL y uZL .
Se considera un punto gene´rico Q contenido en el plano Π, cuya posicio´n se define por
el vector r(xL, yL, zL), con zL = 0. La distancia perpendicular entre las dos superficies
de contacto en el punto Q, medida en la direccio´n normal al plano Π, se denota por la
funcio´n B(r), que en principio sera´ continua y suave.
Considere ahora que los so´lidos se presionan el uno contra el otro en ausencia de friccio´n
y bajo el efecto de una carga FT , como se ilustra en la figura 6.9.
Puesto que la penetracio´n es f´ısicamente inadmisible, se generara´ una presio´n p(r) en
el a´rea de contacto (S), que deformara´ las superficies de los so´lidos. De esta manera,
se provocan desplazamientos normales ela´sticos en las superficies de P y W , denotados
por ωP (r) y ωW (r), respectivamente. El desplazamiento total ω(r) sera´:
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Figura 6.8: Contacto sin carga entre los so´lidos P y W
Figura 6.9: Contacto bajo carga entre los so´lidos P y W
ω(r) = ωP (r) + ωW (r) (6.17)
La aproximacio´n total entre dos puntos de referencia de los dos so´lidos se denota por δ.
Las ecuaciones de compatibilidad de desplazamientos en las superficies de los so´lidos en
la interfase del contacto sera´n:
ω(r) +B(r)− δ = 0 dentro del a´rea de contacto (6.18a)
ω(r) +B(r)− δ > 0 fuera del a´rea de contacto (6.18b)
La esencia del problema de contacto resultante es determinar la distribucio´n de presiones
que satisface las condiciones de contorno en la interfase tanto dentro como fuera de
la a´rea de contacto, cuya forma y taman˜o tambie´n son desconocidas. Kalker [170]
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demostro´ que la solucio´n al problema de contacto se puede obtener minimizando la
energ´ıa complementaria total (C) bajo la condicio´n de que la presio´n de contacto sea
mayor o igual que cero en todo el dominio. La energ´ıa complementaria total se define
como la suma de la energ´ıa complementaria de deformacio´n (U∗) y de la energ´ıa potencial
complementaria de las fuerzas externas (V ∗):
C = U∗ + V ∗ (6.19)
La energ´ıa potencial complementaria de las fuerzas externas es funcio´n de la distancia




B(r) p(r) dS (6.20)
Por otra parte, en materiales ela´sticos con comportamiento lineal, la energ´ıa complemen-
taria interna es nume´ricamente equivalente a la energ´ıa de deformacio´n ela´stica. Por lo
tanto, ambas se pueden determinar en funcio´n de la distribucio´n de presiones y de los
desplazamientos en las superficies de los so´lidos:





p(r) ω(r) dS (6.21)
Para permitir la solucio´n nume´rica, el a´rea potencial de contacto se discretiza en una
serie de n elementos de presio´n ∆j , sobre los que se asume que la presio´n de contacto
es uniforme p(r) = pj , tal como se muestra en la figura 6.10. La posicio´n del centroide
(Qj) de cada elemento de presio´n ∆j se denota mediante el vector rj .
Figura 6.10: Discretizacio´n del a´rea potencial de contacto sobre el plano Π en (a)
elementos de presio´n rectangulares y (b) elementos de presio´n triangulares
Bajo un dominio discretizado, la ecuacio´n 6.17 se puede reescribir teniendo en cuenta la
ecuacio´n 6.16:
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donde a tj(r) se le denomina coeficiente de influencia acumulado del elemento ∆j sobre
el punto Q, y se define como:
tj(r) = f
P
j (r) + f
W
j (r) (6.23)























Para reducir el tiempo de ca´lculo, la distancia entre superficies B(r) tambie´n se asume
constante en todo el elemento de presio´n, y su magnitud igual a la distancia entre
superficies en el centroide del elemento, de manera que Bi = B(ri). De esta forma, la




































pi Bi Ai (6.26)
Para aumentar la velocidad del ca´lculo, la integral presente en la ecuacio´n anterior se
puede determinar de forma aproximada evaluando tj(r) en el centroide del elemento de
presio´n y multiplicando el resultado por el a´rea del mismo, de manera que:
∫∫
Ai
tj(r)dxLdyL = tj,i Ai (6.27)
En la expresio´n anterior tj,i puede definirse como el coeficiente de influencia acumulado
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pi pj tj,i Ai +
n∑
i=1
Ai pi Bi (6.29)
La solucio´n al problema de contacto se puede obtener minimizando la energ´ıa comple-

















La restriccio´n impuesta por 6.30c asegura el equilibrio de fuerzas en el contacto.
6.3.1 Estudio del contacto entre so´lidos con dimensiones finitas
El modelo semianal´ıtico descrito anteriormente para resolver el problema de contacto se
basa en la utilizacio´n de una serie de coeficientes de influencia [165, 169] que relacionan
las presiones generadas en el contacto con los desplazamientos que producen sobre las
superficies de los so´lidos que intervienen en el contacto. Si bien estos coeficientes de
influencia pueden tener distinta naturaleza, en la mayor´ıa de los ejemplos disponibles
en la literatura [169, 171–177] se calculan anal´ıticamente a partir de la solucio´n de
Boussinesq para cargas puntuales que actu´an en un semiespacio ela´stico.
Como se ha descrito en el apartado 6.2, el ca´lculo de dichos coeficientes de influencia
a partir de la solucio´n de Boussinesq esta´ sujeto a la hipo´tesis de que los so´lidos se
puedan aproximar a semiespacios ela´sticos en las zonas cercanas al contacto. Cuando
los so´lidos de contacto no se pueden aproximar a semiespacios ela´sticos, la utilizacio´n
de estos coeficientes de influencia puede generar soluciones erro´neas del problema de
contacto.
Uno de los motivos habituales por los cuales no se cumple la hipo´tesis de semiespacio
ela´stico es la presencia de superficies libres de los so´lidos cerca de la zona de contacto,
como la que se muestra en la figura 6.11a. Cuando esto ocurre, la utilizacio´n de coefi-
cientes de influencia calculados a partir de la solucio´n de Boussinesq supone la aparicio´n
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de tensiones normales (σ) y cortantes (τ) en las superficies libres (figura 6.11b), cuando














Figura 6.11: Proceso de eliminacio´n de tensiones cortantes
Las tensiones normales y cortantes introducidas por los modelos de contacto basados
en la solucio´n de Boussinesq en las superficies libres fueron estudiadas y corregidas
inicialmente por Hete´nyi [178, 179], y posteriormente por Keer [180, 181], aproximando
el so´lido a un cuarto de espacio ela´stico y adaptando a esta aproximacio´n la solucio´n
formulada por Boussinesq. Los me´todos de correccio´n propuestos por estos autores son
exactos y llevan a una liberacio´n total de estas tensiones en las superficies libres. La
te´cnica requiere de repetidas superposiciones de la solucio´n para el semiespacio ela´stico,
y consecuentemente, grandes costes computacionales.
Por otra parte, Reusner [182] observo´ que la influencia que tienen las tensiones normales
introducidas en las superficies libres del so´lido sobre los desplazamientos producidos
en la superficie bajo carga es pequen˜a comparada con la influencia de las tensiones
cortantes. Consecuentemente, afirmo´ que se podr´ıa obtener una solucio´n suficientemente
precisa para el cuarto de espacio ela´stico realizando una correccio´n parcial, en la que
u´nicamente se corrigiesen las tensiones cortantes. A tal efecto, propuso considerar una
distribucio´n de presio´n sime´trica (p′) con respecto al plano que delimita el cuarto de
espacio, como se ilustra en la figura 6.11c, y de esta manera hacer desvanecer las tensiones
tangenciales que aparecen en las superficies libres como consecuencia de la hipo´tesis de
semiespacio ela´stico. El principal problema de esta correccio´n parcial es que las tensiones
normales en las superficies libres de los so´lidos no se compensan, sino que multiplican
por dos su intensidad (figura 6.11d), pudiendo originar errores en el ca´lculo de presiones
y desplazamientos en las zonas cercanas a las superficies libres. Siguiendo estas ideas,
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deMul [44] propuso un me´todo de correccio´n en el cual se modifican los coeficientes de
influencia para tener en cuenta estas presiones sime´tricas.
Por otra parte, Guilbault [45] ha introducido recientemente una nueva aproximacio´n
capaz de corregir las tensiones cortantes y normales que aparecen en las superficies li-
bres de los cuartos de espacio, sin que ello suponga un incremento de los tiempos de
ca´lculo en comparacio´n con la correccio´n parcial realizada por deMul. En esta nueva
aproximacio´n, las presiones sime´tricas se multiplican por un factor de correccio´n, deno-
tado por ψg, que introduce una sobrecorreccio´n en las presiones sime´tricas que permite
corregir tambie´n las tensiones normales. Aunque este me´todo de correccio´n sigue siendo
una aproximacio´n, la precisio´n general del me´todo se ve incrementada. El factor de
correccio´n viene determinado por la ecuacio´n 6.31.
ψg = 1.29− 1
1− νg (0.08− 0.5ν
g) (6.31)
En la presente aproximacio´n, los so´lidos de contacto han sido modelizados mediante la
superposicio´n de dos cuartos de espacio, contemplando de esta manera la posibilidad
de que cada uno de estos so´lidos posea dos superficies libres, como se muestra en la
figura 6.12. La modelizacio´n del cuarto de espacio se ha realizado utilizando el me´todo




Figura 6.12: So´lidos de contacto con dimensiones finitas
Bajo estas premisas, las ecuaciones para el ca´lculo de coeficientes de influencia se ex-
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donde fgjo,i es el coeficiente de influencia del elemento original ∆jo (ver figura 6.13),





coeficiente de influencia del elemento de presio´n sime´trico ∆gjw.

















Figura 6.13: Mallas sime´tricas para eliminacio´n de tensiones cortantes
De acuerdo a estas ideas, la ecuacio´n 6.28 para el ca´lculo del coeficiente de influencia



















Fa´cilmente se reconoce que el elemento de presio´n ∆jo mantiene la misma posicio´n para
el so´lido P y para el so´lido W , por lo que el co´mputo de su coeficiente de influencia
tendra´ el mismo valor independientemente del elemento que se considere, ∆Pjo o ∆
W
jo , y






6.4 Implementacio´n del algoritmo de contacto
En base al modelo de contacto expuesto anteriormente, se ha desarrollado un algoritmo
que implementa cada uno de los pasos necesarios para determinar las presiones que se
producen en el contacto sin friccio´n entre dos so´lidos.
6.4.1 Rutina principal del algoritmo de contacto
El algoritmo para la resolucio´n del contacto entre dos so´lidos P y W se basa en el modelo
de contacto descrito en el apartado 6.3 y su diagrama de flujo se muestra en la figura 6.14.
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Para la implementacio´n del algoritmo de contacto se supone que los siguientes datos son
conocidos:
(i) Funciones parame´tricas que definen las superficies de contacto de los so´lidos P y
W en su posicio´n inicial de contacto. La superficie de contacto de cada so´lido se
considera definida por una funcio´n parame´trica
(
~S : R2 → R3
)
que proporciona
las coordenadas espaciales (x, y, z) de un punto de la superficie a partir de sus
coordenadas parame´tricas (u, v). Adema´s, los l´ımites de las superficies vendra´n
dados por los puntos de un pol´ıgono cerrado con coordenadas (u, v).
(ii) Punto inicial de contacto (OL).
(iii) Vector unitario correspondiente a la normal comu´n de contacto.
(iv) Para´metros que definen la malla de elementos de presio´n.
A. Algoritmo de contacto
RETURN
A1. Determinación del plano Π
A3. Discretización del plano de trabajo en    elementos de presiónn Δi
A4. Llamar Cálculo distancia normal entre superficies
A6. Resolver el problema de contacto
A7. Mostrar resultados
A5. Llamar Cálculo de coeficientes de influencia acumulados
Λ = TRUE (i = 1...n)
A2. Determinar zona de interferencia Γ
Figura 6.14: Diagrama de flujo del algoritmo de contacto
El algoritmo empieza determinando el plano de tangente comu´n Π, sobre el que se define
un sistema de coordenadas local al contacto, cuyo origen se situ´a el punto OL y el eje
ZL es perpendicular al plano Π (paso A1).
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Seguidamente, se determina la zona de interferencia (paso A2), denotada por Γ. Esta
zona se define como la interseccio´n booleana de las a´reas obtenidas al proyectar los
contornos de las superficies de contacto de los so´lidos P y W sobre el plano Π, segu´n la












Figura 6.15: Determinacio´n de la zona de interferencia Γ
La zona de interferencia se encierra dentro del recta´ngulo de menor a´rea que contenga
todos sus puntos (MBR, minimum bounding rectangle), utilizando el algoritmo descrito
por Chaudhuri [183]. El sistema de coordenadas local se gira alrededor del eje ZL, de
manera que los ejes XL e YL queden alineados con las direcciones principales del MBR.
Entonces, el MBR se discretiza en una malla de n elementos de presio´n ∆j (triangulares
o rectangulares, segu´n convenga) de acuerdo con los para´metros de mallado especificados
(paso A3). Cada elemento de presio´n tiene asociada un a´rea (Aj) y un vector que indica
la posicio´n de su centroide (Qj), con respecto al sistema de coordenadas local.
Para todos estos elementos, se define la bandera (tambie´n denominada flag en lenguaje
computacional) Λj = TRUE, que indica la necesidad de calcular las caracter´ısticas del
elemento de presio´n ∆j (a´rea, distancia normal entre superficies de contacto y coefi-
cientes de influencia asociados a dicho elemento de presio´n) necesarias para resolver el
problema de contacto. Las n banderas se almacenan en el vector Λ. En este caso, las
caracter´ısticas de todos los elementos de presio´n en los que se ha discretizado la zona
potencial de contacto necesitan ser calculadas, pero puede haber casos para los cuales las
caracter´ısticas de uno o varios elementos sean conocidas y no sea necesario recalcularlas,
evitando el sobrecoste computacional que ello supondr´ıa.
A continuacio´n se determina la distancia normal entre superficies (Bj) asociada a cada
uno de los elementos de presio´n ∆j que componen la malla (paso A4), utilizando el
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algoritmo descrito en el apartado 6.4.2. Ademas de la distancia normal entre superficies,
este algoritmo tambie´n devuelve un vector γ que contiene las n banderas que definen si
el centroide de cada elemento esta´ contenido dentro del a´rea de interferencia (γj). El
nu´mero de elementos para los cuales γj = TRUE se denota por nc, e indica el nu´mero
de elementos de presio´n que intervienen en el ca´lculo del contacto.
Posteriormente se determinan los coeficientes de influencia acumulados (tj,i) de todos los
elementos de presio´n que intervienen en el contacto (paso A5), utilizando el algoritmo
descrito en el apartado 6.4.3.
Cuando se han determinado las a´reas (Aj), las distancias normales entre superficies
(Bj) y los coeficientes de influencia acumulados (tj,i) asociados a todos los elementos
presentes en la zona de interferencia, la distribucio´n de presiones que se produce entre
ambos so´lidos en contacto se determina minimizando la energ´ıa complentaria bajo las
restricciones impuestas por 6.30 (paso A6). El problema de contacto se puede resolver
mediante me´todos lineales de programacio´n, como los utilizados por Kalker [41, 184],
considerando u´nicamente aquellos elementos de presio´n que pertenecen al a´rea de inter-
ferencia, marcados con la bandera γj = TRUE. Manteniendo pj > 0 dentro del a´rea de
contacto y pj = 0 fuera de ella, las presiones y el taman˜o del a´rea de contacto se adaptan
hasta que se cumplen las condiciones de la ecuacio´n 6.18. El resultado es un conjunto
de presiones uniformes de contacto (pj) correspondientes a cada uno de los elementos
de presio´n de la discretizacio´n.
Por u´ltimo, se muestran los resultados de presiones de contacto (paso A7), y si es
necesario, se obtienen los resultados derivados que puedan ser de intere´s, como por
ejemplo, la aproximacio´n total de los cuerpos o la magnitud del a´rea de contacto.
6.4.2 Algoritmo para el ca´lculo de la distancia normal entre superficies
En este apartado se describe el algoritmo utilizado para determinar la distancia normal
(Bj) entre las superficies en contacto asociada a cada uno de los elementos de presio´n
pertenecientes a la zona de interferencia.
Para realizar el ca´lculo de esta distancia se han contemplado dos alternativas:
(i) La primera alternativa consiste en discretizar las superficies que intervienen en el
contacto en caras triangulares y plantear el ca´lculo de distancias como un problema
geome´trico de interseccio´n de la recta que pasa por el centroide del elemento de
presio´n (Qj) y cuyo vector director es uZL con las caras facetadas de las superficies
de contacto.
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(ii) La segunda alternativa consiste en plantear el ca´lculo de distancias como un prob-
lema de optimizacio´n, en el que se involucran las superficies parame´tricas de los
so´lidos de contacto, el vector uZL y el punto definido por rj .
La principal ventaja de la primera alternativa es que el problema se puede resolver
mediante un sistema lineal de ecuaciones, en contraposicio´n con la segunda alternativa,
en la que la resolucio´n requiere de iteraciones cuya rapidez de convergencia dependera´
de los valores iniciales seleccionados y de la complejidad de las superficies. En cambio,
la segunda alternativa ofrece resultados ma´s precisos que la primera, puesto que en este
caso dependera´n del grado de discretizacio´n de las superficies de contacto. Este hecho
se ilustra en la figura 6.16, en la que la distancia normal entre so´lidos se evalu´a para dos
puntos sime´tricos frente a la misma superficie pero con distinto nivel de discretizacio´n. Se
observa que cuando la discretizacio´n es ma´s fina, el valor calculado para Bj se aproxima
en mayor medida al valor teo´rico, mientras que el error cometido crece a medida que la
discretizacio´n se hace ma´s basta. Cuando el a´rea de las caras en las que se discretiza la









Figura 6.16: Ca´lculo de la distancia normal a partir de superficies de contacto fac-
etadas
Puesto que las superficies involucradas en el problema de contacto tendera´n a ser sim-
ples y por lo tanto la resolucio´n del problema de optimizacio´n se obtendra´ con pocas
iteraciones, se decide escoger esta opcio´n, en favor de una mejora en la precisio´n del
ca´lculo a cambio de poco coste computacional.
Para el ca´lculo de esta distancia normal entre superficies de contacto planteada como un
problema de optimizacio´n, en primer lugar, se obtiene un punto PW perteneciente a la
superficie del so´lido W (como se ilustra en la figura 6.17), cuya posicio´n viene definida
por el vector rPW (uW , vW ), que cumpla que:
[rPW (uW , vW )− rj ]× uZL = 0 (6.35)
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Figura 6.17: Ca´lculo de la distancia normal entre superficies asociada al elemento de
presio´n ∆j planteada como un problema no lineal
Posteriormente, se obtiene un punto PP perteneciente a la superficie del so´lido P , cuya
posicio´n viene definida por el vector rPP (uP , vP ), que cumpla que:
[rPP (uP , vP )− rj ]× uZL = 0 (6.36)
Una vez obtenidos los puntos PW y PP que cumplan con las ecuaciones 6.35 y 6.36, la
distancia normal entre superficies (Bj) se calcula de la siguiente forma:
Bj = [rPW (uW , vW )− rPP (uP , vP )] · uZL (6.37)
En la figura 6.18 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo utilizado para el ca´lculo
de la distancia normal entre superficies de contacto asociada a cada elemento de presio´n.
Adema´s de la informacio´n necesaria para definir las superficies de los so´lidos de contacto,
este algoritmo requiere de la siguiente informacio´n de partida:
(i) Pol´ıgono cerrado sobre el plano Π que define de la zona de interferencia (Γ).
(ii) Posicio´n del centroide (Qj) de cada uno de los elementos de presio´n presentes en
la malla .
(iii) Vector Λ, que contiene las banderas Λj que indican cuando las propiedades de un
elemento de presio´n deben ser calculadas.
El algoritmo consta de un bucle iterativo que recorre todos los n elementos de presio´n
presentes en la discretizacio´n, evaluando en primer lugar el valor de Λj . Si Λj = TRUE,
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B. Cálculo distancia normal entre superficies
RETURN
B1. Determinar si está en zona de interferenciaQj














Figura 6.18: Diagrama de flujo del algoritmo para el ca´lculo de la distancia normal
entre superficies
la distancia normal entre superficies necesita ser calculada para este elemento, y se
continu´a con las operaciones del bucle. Si por contra Λj = FALSE, no es necesario
determinar la distancia normal entre superficies asociada a este elemento y se procede
a la evaluacio´n del siguiente elemento de presio´n.
En el caso de que la distancia normal entre superficies requiera ser calculada para el
elemento de presio´n ∆j , se evalu´a si el centroide de dicho elemento, cuya posicio´n esta´
definida por el vector rj , esta´ contenido dentro de la zona de interferencia (paso B1).
En caso negativo, se define γj = FALSE, y se procede a la evaluacio´n del elemento
siguiente. Si esta´ contenido dentro de la zona de interferencia, se define γj = TRUE, y
se calcula la distancia normal entre superficies asociada al elemento de presio´n ∆j (paso
B2).
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Cuando el bucle iterativo ha realizado n iteraciones, el algoritmo llega a su fin, de-
volviendo la distancia normal entre superficies (Bj) asociada a cada elemento de presio´n,
y un vector γ que contiene los n valores de la bandera γj .
6.4.3 Algoritmo para el ca´lculo de los coeficientes de influencia acu-
mulados
El algoritmo descrito en este apartado se encarga de optimizar el nu´mero de coeficientes
de influencia acumulados (tj,i) calculados para poder resolver el problema de contacto.
Como se vera´ ma´s adelante, el ca´lculo de los coeficientes de influencia acumulados es la
operacio´n computacionalmente ma´s costosa del algoritmo. Por ese motivo es necesario
minimizar el nu´mero de coeficientes de influencia acumulados que se calculan, de man-
era que u´nicamente se realice el ca´lculo de aquellos coeficientes de influencia que sean
estrictamente necesarios para la resolucio´n del problema de contacto.
En este sentido, por una parte es necesario comprobar si el elemento de presio´n ∆j
interviene en el contacto, o si por el contrario, esta´ situado fuera de la zona de interfer-
encia, y por lo tanto, nunca tendra´ un valor de presio´n asociado. Esta informacio´n viene
dada por la bandera γj . Si γj = TRUE, significa que el elemento pertenece a la zona
de interferencia, y por lo tanto es necesario disponer de los coeficientes de influencia
relacionados con e´l. En cambio, si γj = FALSE, significa que el elemento no pertenece
a la zona de interferencia, y por tanto no intervendra´ en el problema de contacto y los
coeficientes de influencia relacionados con e´l no sera´n necesarios.
Por otra parte, hay que determinar si es necesario calcular los coeficientes de influencia
relacionados con el elemento de presio´n ∆j . Esta informacio´n viene dada por la bandera
Λj . Si Λj = TRUE, significa que es necesario calcular los coeficientes de influencia
relacionados con este elemento de presio´n. Por el contrario, si Λj = FALSE, significa
que no es necesario calcular los coeficientes de influencia relacionados con este elemento.
Cuando se cumplen las condiciones necesarias, este algoritmo llama al algoritmo para el
ca´lculo del coeficiente de influencia acumulado, descrito en el apartado 6.4.3.1. Esta me-
dida evita el ca´lculo de coeficientes de influencia acumulados que no sea necesario calcular
(Λj = FALSE), o que posteriormente no intervengan en el ca´lculo (γj = FALSE).
El diagrama de flujo del algoritmo para el ca´lculo de los coeficientes de influencia acu-
mulados se muestra en la figura 6.19. Este algoritmo requiere de la siguiente informacio´n
de partida:
(i) Vector Λ, que contiene las banderas Λj que indican cuando las propiedades de un
elemento de presio´n deben ser calculadas.
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(ii) Vector γ , que contiene las banderas γj que indican cuando el centroide de un
elemento de presio´n pertenece a la zona de interferencia.
C. Cálculo de coeficientes de influencia acumulados
RETURN
C1. Llamar Cálculo de coeficiente de influencia acumulado
i = 1
j = 1
j = j + 1
j n≤















Figura 6.19: Diagrama de flujo del algoritmo para el ca´lculo de coeficientes de influ-
encia acumulados
Para cada elemento de presio´n ∆i, se verifica si este elemento forma parte de la zona de
interferencia evaluando el valor de la bandera γi. En caso afirmativo, se realiza un bucle
que recorre todos los elementos de presio´n ∆j . Si el elemento de presio´n ∆j tambie´n
pertenece a la zona de interferencia, se comprueba si se deben determinar las propiedades
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de alguno de los elementos ∆i y ∆j , evaluando Λi y Λj . En caso de que alguno de los dos
requiera evaluacio´n, se llamara´ al algoritmo para el ca´lculo del coeficiente de influencia
acumulado de ∆j sobre ∆i (paso C1), detallado en el apartado 6.4.3.1.
El algoritmo devuelve una matriz que contiene todos los coeficientes de influencia acu-
mulados necesarios para resolver el problema.
6.4.3.1 Algoritmo para el ca´lculo del coeficiente de influencia acumulado
En este apartado se describe el algoritmo encargado de determinar el coeficiente de
influencia acumulado (tj,i) del elemento de presio´n ∆j sobre el elemento de presio´n
∆i, definido por la ecuacio´n 6.28. Este algoritmo aplica las ideas expuestas en el
apartado 6.3.1 para tener en cuenta la presencia de superficies libres de los so´lidos que
intervienen en el contacto en las zonas cercanas al contacto.
El diagrama de flujo del algoritmo para el ca´lculo del coeficiente de influencia acumulado
del elemento de presio´n ∆j sobre el elemento ∆i se muestra en la figura 6.20. El proceso
empieza calculando el coeficiente de influencia (fjo,i) del elemento ∆jo sobre el elemento
∆i utilizando el principio propuesto en la ecuacio´n 6.34 (paso D1). El valor obtenido se
define como el coeficiente de influencia acumulado, el cual sera´ completado mediante la
suma del resto de coeficientes de influencia (paso D2).
Entonces empieza un proceso iterativo (pasos D3-D8) para calcular los coeficientes de
influencia de los elementos sime´tricos ∆gje y ∆
g
jw del pin˜o´n (primera iteracio´n) y de la
rueda (segunda iteracio´n). En primera instancia se calcula el factor de correccio´n de la
tensio´n normal mediante la ecuacio´n 6.31 (paso D3). Entonces se determina la posicio´n
de los elementos sime´tricos ∆gje y ∆
g
jw (paso D4). Por u´ltimo, se calcula el coeficiente de
influencia de ∆gje y ∆
g
jw (pasos D5 y D7) y su valor se an˜ade al coeficiente de influencia
acumulado (pasos D6 y D7).
El algoritmo devuelve la magnitud del coeficiente de influencia acumulado (tj,i) del
elemento ∆j sobre el elemento ∆i.
6.4.3.2 Algoritmo para la determinacio´n de coeficientes de influencia
El algoritmo descrito en este apartado se encarga de realizar el ca´lculo del coeficiente de
influencia del elemento de presio´n ∆j sobre el elemento de presio´n ∆j .
Los coeficientes de influencia de los elementos de presio´n triangulares y rectangulares se
evalu´an mediante las ecuaciones 6.12 y 6.15, respectivamente. Estas ecuaciones llevan
a la evaluacio´n exacta del coeficiente de influencia, pero al mismo tiempo, exigen un
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D1. del
elemento sobre el elemento
Cálculo de coeficiente de influencia
Δjo iΔ
D3. Cálculo del factor de corrección Ψ
g
D. Cálculo coeficiente de influencia acumulado
RETURN
D2. Añadir coeficiente de influencia t fj,i i= jo,
g = P
D4. Cálculo de elementos simétricos yΔ Δjw je
D5. Cálculo de coeficiente de influencia del
elemento sobre el elementoΔ Δjw i
D6. + f ,iAñadir coeficiente de influencia = ·t tj,i Ψ
g
j,i jw






D7. Cálculo de coeficiente de influencia del
elemento sobre el elementoΔ Δje i
g
D8. + fje,iAñadir coeficiente de influencia = ·t tj,i j,i Ψ
g g
Figura 6.20: Diagrama de flujo del algoritmo para la determinacio´n del coeficiente
de influencia acumulado
elevado esfuerzo computacional. En cambio, tal y como propuso deMul [44], cuando
la influencia del elemento de presio´n ∆j sobre el elemento de presio´n ∆i es relativa-
mente pequen˜a, se puede obtener una aproximacio´n ma´s eficiente considerando que la
distribucio´n de presio´n esta´ concentrada en una carga puntual de magnitud (pj · Aj)
aplicada sobre el centroide de ∆j . Entonces el coeficiente de influencia fj,i se puede
calcular mediante la siguiente expresio´n:
fj,i ' 1− ν
2piG
Aj
|rj − ri| (6.38)
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El coeficiente de influencia de un elemento de presio´n disminuye cuando:
(i) El a´rea del elemento de presio´n ∆j es pequen˜a
(ii) La distancia entre el elemento de presio´n y el punto de ca´lculo es grande
En base a estas consideraciones, se define un para´metro discriminatorio Ωj,i que es
funcio´n del radio de una a´rea circular equivalente al a´rea del elemento ∆j y de la distancia





· 1|rj − ri| (6.39)
El valor de Ωj,i se compara con el del para´metro Ωmax, definido por el usuario. Cuando
Ωj,i es menor que Ωmax, la evaluacio´n del coeficiente de influencia se realiza de forma
aproximada. Cuando Ωj,i es mayor o igual que el para´metro Ωmax, la evaluacio´n del
coeficiente de influencia se realiza de forma exacta.
El diagrama de flujo del algoritmo para calcular el coeficiente de influencia del elemento
de presio´n ∆j sobre el elemento ∆i se muestra en la figura 6.21.
E1. Cálculo del parámetro Ωj,i
E2.2 Evaluación exacta del
coeficiente de influencia de
elemento triangular
E2.1 Evaluación aproximada




E. Cálculo coeficiente de influencia
RETURN
E2.3 Evaluación exacta del




Figura 6.21: Diagrama de flujo del algoritmo para el ca´lculo del coeficiente de influ-
encia de un elemento
El algoritmo empieza con el ca´lculo del para´metro Ωj,i mediante la ecuacio´n 6.39 (paso
E1). El valor de Ωj,i se compara con el valor definido para Ωmax. Si Ωj,i es menor que
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Ωmax, la evaluacio´n del coeficiente de influencia de ∆j sobre ∆i se puede realizar de
forma aproximada utilizando la ecuacio´n 6.16 (paso E2.1).
Por el contrario, si Ωj,i es mayor o igual que Ωmax, la evaluacio´n del coeficiente de
influencia debe ser exacta. En ese caso, si el elemento de presio´n es rectangular la
evaluacio´n de su coeficiente de influencia se realiza mediante la ecuacio´n 6.12 (paso
E2.2). Si el elemento de presio´n es triangular, la evaluacio´n de su coeficiente de influencia
se realiza mediante la ecuacio´n 6.15 (paso E2.3).
El algoritmo devuelve la magnitud del coeficiente de influencia (fj,i) del elemento ∆j
sobre el elemento ∆i.
6.4.4 Validacio´n del algoritmo y estudio de para´metros
El funcionamiento del algoritmo de contacto descrito en este apartado se ha validado
mediante dos casos de estudio. El caso de estudio I consiste en el estudio de un con-
tacto puntual entre un plano y un indentador de cabeza esfe´rica, cuyas dimensiones se
muestran en la figura 6.22a. En este caso, los dos so´lidos que intervienen en el contacto
pueden aproximarse a semiespacios ela´sticos en las zonas cercanas al contacto, y por lo
tanto, es posible resolver el problema de contacto mediante la solucio´n anal´ıtica prop-




Figura 6.22: Casos de estudio para validacio´n algoritmo de contacto
El caso de estudio II consiste en el estudio de un contacto lineal entre un plano y un in-
dentador de cabeza cil´ındrica, cuyas dimensiones se muestran en la figura 6.22b. En este
caso el contacto entre los so´lidos no se puede estudiar bajo las hipo´tesis de semiespacio
ela´stico, pues uno de los so´lidos posee dos superficies libres que tienen influencia sobre
el contacto. Como consecuencia no se puede aplicar la teor´ıa de Hertz para obtener
resultados que sirvan de referencia para la validacio´n del modelo. Por este motivo, se
ha analizado un modelo de elementos finitos validado del indentador y el plano con
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el fin de obtener resultados que puedan utilizarse como referencia para validar el fun-
cionamiento del algoritmo cuando alguno de los so´lidos que interviene en el contacto
tiene dimensiones finitas.
En ambos casos se ha considerado que los so´lidos esta´n sometidos a una carga de com-
presio´n FT = 40 kN . Los indentadores tienen un mo´dulo de elasticidad de 210 GPa y
un coeficiente de Poisson de 0.3. El plano tiene un mo´dulo de elasticidad 70 GPa y un
coeficiente de Poisson de 0.35.
6.4.4.1 Configuracio´n del algoritmo de contacto
El algoritmo de contacto se ha aplicado para resolver el problema de contacto en los
casos de estudio I y II, considerando en ambos casos elementos de presio´n rectangulares
y triangulares. En el primer caso, la zona potencial de contacto se ha discretizado en
1024 elementos de presio´n (figura 6.23a), mientras que para el segundo caso se han
utilizado 968 elementos de presio´n (figura 6.23b). Todos los coeficientes de influencia se















Figura 6.23: Discretizacio´n de la zona potencial de contacto en (a) recta´ngulos y (b)
tria´ngulos para la aplicacio´n del algoritmo de contacto
Las dimensiones del MBR, que dan lugar al taman˜o de la malla utilizada, vienen im-
puestas por el taman˜o de la zona de interferencia. En estos casos, los MBR tienen una
dimensio´n de 12 mm×12 mm, como se aprecia en la figura 6.23. En el caso de estudio I
la zona de interferencia es ma´s pequen˜a que el MBR, mientras que en el caso de estudio
II ambas coinciden. Esto significa que, mientras en el caso I habra´ elementos de presio´n
en los que γj = FALSE, en el caso de estudio II todos los elementos presio´n cumplira´n
que γj = TRUE.
Para cada caso de estudio, se evalu´a la presio´n ma´xima de contacto (pmax), el a´rea de
contacto (A) y la aproximacio´n entre cuerpos (δ).
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Tabla 6.1: Resultados de contacto para el caso I
Tipo elemento n nc pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
Recta´ngulos 1024 812 6440.16 9.56 295 6.22
Tria´ngulos 968 768 6449.90 9.52 294 120.33
Hertz - - 6478.28 9.26 295 -
El coste computacional del algoritmo tambie´n se ha evaluado. A tal efecto, se investiga
el nu´mero de elementos presentes en la discretizacio´n (n), el nu´mero de elementos in-
volucrados en el contacto (nc) y el tiempo consumido por el algoritmo para resolver el
problema de contacto (t). Los valores mostrados de t corresponden a la media aritme´tica
de 10 ejecuciones consecutivas del algoritmo realizadas en la misma estacio´n de trabajo.
6.4.4.2 Resultados y discusio´n
La tabla 6.1 muestra los resultados obtenidos mediante el algoritmo de contacto descrito
para el caso de estudio I, cuando el dominio se discretiza en elementos de presio´n rect-
angulares y triangulares. La u´ltima fila de la tabla muestra los resultados de referencia
obtenidos mediante la teor´ıa de Hertz. Las huellas de contacto obtenidas a partir del al-
goritmo de contacto para el caso de estudio I se muestran en las figuras 6.24a (elementos
de presio´n rectangulares) y 6.24b (elementos de presio´n triangulares). Se puede observar
como la eleccio´n del tipo de elemento de presio´n utilizado para discretizar el dominio
condiciona la forma del a´rea de contacto predicha por el algoritmo. Sin embargo, en
este caso los resultados de presio´n ma´xima de contacto, a´rea de contacto y aproximacio´n
entre so´lidos obtenidos por el algoritmo y por el modelo de referencia son muy parecidos.
Mediante estos resultados, se puede validar la capacidad de algoritmo de contacto para
predecir resultados precisos cuando los so´lidos de contacto cumplen con la hipo´tesis de
semiespacio ela´stico, independientemente de si el problema se discretiza en elementos de
presio´n rectangulares o triangulares.
Por otra parte, la tabla 6.2 muestra los resultados obtenidos mediante el algoritmo de
contacto descrito para el caso de estudio II, cuando el dominio se discretiza en elementos
de presio´n rectangulares y triangulares. La u´ltima fila de la tabla muestra los resultados
de referencia obtenidos a partir del ana´lisis de un modelo de elementos finitos validado del
caso de estudio. Las huellas de contacto obtenidas a partir del algoritmo de contacto para
el caso de estudio II se muestran en las figuras 6.24c (elementos de presio´n rectangulares)
y 6.24d (elementos de presio´n triangulares). Se puede observar como, de la misma forma
que ocurre en el caso de estudio I, la eleccio´n del tipo de elemento de presio´n utilizado
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(c) (d)
(a) (b)
Figura 6.24: Huellas de contacto obtenidas mediante el algoritmo de contacto para
(a y b) caso I y (c y d) caso II
Tabla 6.2: Resultados de contacto para el caso II
Tipo elemento n nc pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
Recta´ngulos 1024 1024 3240.31 27.00 137 25.37
Tria´ngulos 968 968 3403.04 26.18 137 1024.25
FEM - - 5586.00 24.89 135 556.00
para discretizar el problema tiene influencia sobre la forma del a´rea de contacto predicha
por el algoritmo.
En este caso, se aprecia como los resultados ma´ximos de presio´n de contacto difieren del
valor predicho por el modelo de elementos finitos analizado. Esto se debe a la necesidad
de una malla ma´s refinada en la zona donde el gradiente de presiones es ma´s elevado. Los
resultados de a´rea de contacto y de aproximacio´n entre so´lidos tienen valores similares
a los obtenidos a partir del ana´lisis del modelo de elementos finitos. En cualquier caso,
los resultados obtenidos a partir del algoritmo de contacto cuando se utilizan elementos
de presio´n triangulares y rectangulares tienen un gran parecido, indicando que el tipo
de elemento de presio´n escogido para discretizar el dominio no condiciona la calidad de
los resultados, siempre que la malla de elementos sea suficientemente densa.
Por u´ltimo, si se observa la u´ltima columna de las tablas 6.1 y 6.2 se puede ver que
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la principal diferencia entre los resultados obtenidos mediante ambas discretizaciones
reside ba´sicamente en el tiempo consumido por el algoritmo para resolver el problema
de contacto. Para un grado similar de discretizacio´n, utilizar elementos de presio´n
rectangulares implica un incremento de la eficiencia respecto a los elementos triangulares,
debido principalmente a que el ca´lculo de los coeficientes de influencia de los elementos de
presio´n triangulares require de un mayor nu´mero de operaciones que el de los elementos
de presio´n rectangulares.
En resumen, los elementos de presio´n rectangulares demuestran ser ma´s eficientes com-
putacionalmente que los elementos de presio´n triangulares, ofreciendo el mismo grado
de precisio´n. Por este motivo, los elementos de presio´n rectangulares sera´n los elegidos
para las subsecuentes etapas de este trabajo.
6.4.4.3 Estudio de la influencia en los resultados del ca´lculo aproximado de
coeficientes de influencia
Una de las opciones para reducir el tiempo de ca´lculo del algoritmo propuesto es evaluar
un mayor nu´mero de coeficientes de influencia de forma aproximada. La decisio´n de si un
coeficiente de influencia se calcula de forma exacta o aproximada esta´ gobernada por la
eleccio´n del para´metro Ωmax, tal y como se describe en el apartado 6.4.3.2. La correcta
eleccio´n de este para´metro sera´ clave a la hora de minimizar el tiempo de ca´lculo del
algoritmo de contacto sin que ello repercuta en una pe´rdida significativa de precisio´n:
(i) Por una parte, escoger un valor de Ωmax excesivamente grande repercutira´ en una
reduccio´n elevada del tiempo de ca´lculo, pero en una pe´rdida importante de la
precisio´n.
(ii) Por otra parte, escoger un valor de Ωmax pequen˜o, conllevara´ mayores tiempos de
ca´lculo, pero la pe´rdida de precisio´n sera´ mı´nima.
En discretizaciones regulares como las mostradas en la figura 6.25, en las que todos los
elementos de presio´n poseen la misma forma y taman˜o, es posible establecer una relacio´n
entre el valor escogido para Ωmax y la desviacio´n ma´xima cometida en la evaluacio´n de
coeficientes de influencia de forma aproximada.
En la figura 6.25a se muestra una discretizacio´n del dominio basada en una malla regular
de elementos de presio´n rectangulares, que cumplen que a = b (ver figura 6.4). En esta
discretizacio´n, si se considera un valor de Ωmax = 0.188, la desviacio´n ma´xima que se
cometera´ al evaluar de forma aproximada un coeficiente de influencia de un elemento de
presio´n que cumpla que Ωj,i < Ωmax sera´ del 0.5%. Como se aprecia en la imagen, esto
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Figura 6.25: A´reas de influencia en funcio´n del para´metro Ωmax para mallas regulares
implica que para el ca´lculo de los coeficientes de influencia de los elementos de presio´n
de la malla sobre el elemento de presio´n sombreado, se evaluara´n de forma exacta 29
coeficientes de influencia, y el resto de forma aproximada.
La figura 6.25b muestra una discretizacio´n del dominio basada en una malla regular
de recta´ngulos que cumplen que a = 2b. En este caso, se necesita especificar un valor
de Ωmax = 0.1 para que la desviacio´n ma´xima al determinar de forma aproximada un
coeficiente de influencia que cumpla que Ωj,i < Ωmax sea del 0.5%. Como se aprecia
en la imagen, esto implica que para el ca´lculo de los coeficientes de influencia de los
elementos de presio´n de la malla sobre el elemento de presio´n sombreado, se evaluara´n
de forma exacta 97 coeficientes de influencia, y el resto de forma aproximada.
A medida que la diferencia entre la dimensio´n a y la dimensio´n b se haga ma´s grande,
el valor de Ωmax para mantener la desviacio´n ma´xima por debajo del 0.5% debera´ ser
menor, y por lo tanto, se calculara´n un mayor nu´mero de coeficientes de influencia de
forma exacta. Adema´s, es importante puntualizar que con este criterio se controla el
error cometido al calcular un coeficiente de influencia de forma aproximada, pero no al
error cometido en el resultado final del algoritmo de contacto, que dependera´ tambie´n
de otros factores, como la forma y el taman˜o del a´rea de contacto.
Cuando la discretizacio´n no es regular, la experiencia demuestra que los errores en el
ca´lculo de presiones de contacto se incrementan sustancialmente utilizando los mismos
valores de Ωmax que en mallas regulares. Por este motivo, en este tipo de discretizaciones
se aconseja utilizar criterios conservativos en la eleccio´n del valor de Ωmax. En esta l´ınea,





pi |rj − ri|max (6.40)
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donde Aj |min es el a´rea del elemento ma´s pequen˜o presente en la discretizacio´n y
|rj − ri|max es la ma´xima distancia entre centroides en la malla original, como se
observa en la figura 6.26. Mediante este criterio, se asegura que todos los coeficientes
de influencia de los elementos presentes en la malla original se calculen de forma ex-
acta. La reduccio´n de tiempos se consigue al determinar de forma exacta u´nicamente
los elementos de las mallas sime´tricas con mayor influencia.
















Figura 6.26: Criterio de ca´lculo propuesto para el ca´lculo de Ωmax
En la figura 6.26 se muestra un ejemplo del ca´lculo de los coeficientes de influencia de los
elementos de presio´n de una discretizacio´n en la que se han considerado dos superficies
libres sobre el elemento de presio´n ∆j , sombreado en gris intenso. Por simplicidad, se
ha considerado una malla uniforme de elementos de presio´n. Al calcular Ωmax mediante
el criterio impuesto por la ecuacio´n 6.40, se consigue que u´nicamente los coeficientes
de influencia de los elementos sombreados se calculen de forma exacta, calcula´ndose el
resto de coeficientes de influencia de forma aproximada. Se puede observar que con este
criterio el coeficiente de influencia de todos los elementos de la malla original se calcula
de forma exacta, mientras que u´nicamente se calcula de forma exacta la influencia de
aquellos elementos de las mallas sime´tricas ma´s cercanos a ∆j .
6.4.4.4 Estudio de la influencia en los resultados del nu´mero de elementos
de presio´n dentro de la zona de contacto
De acuerdo con Kalker [41], el nu´mero de elementos de presio´n incluidos en la zona de
interferencia es un factor determinante a la hora de obtener resultados precisos cuando
se utiliza el algoritmo de contacto descrito. Por una parte, considerar un nu´mero elevado
de elementos favorecera´ la obtencio´n de resultados precisos, pero por otra parte, incre-
mentara´ los costes computacionales. Por ese motivo, es crucial adoptar una decisio´n
de compromiso que permita obtener resultados suficientemente precisos en tiempos de
ca´lculo pequen˜os.
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Tabla 6.3: Para´metros mallado uniforme
Configuracio´n 1 2 3 4
n 64 256 1024 4096
Tabla 6.4: Resultados de contacto al variar el nu´mero de elementos en el caso I
Caso nc pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
I.1.0 52 4444.44 9.00 283 0.13
I.1.1 52 4444.44 9.00 283 0.10
I.2.0 208 6299.38 9.00 294 0.48
I.2.1 208 6299.37 9.00 294 0.47
I.3.0 812 6440.16 9.56 295 6.22
I.3.1 812 6440.16 9.56 295 6.53
I.4.0 3228 6481.24 9.42 295 93.49
I.4.1 3228 6481.28 9.42 295 91.32
Hertz - 6479.28 9.26 295 -
En este apartado se investiga la influencia de la densidad de la malla de elementos de
presio´n utilizada para discretizar el problema de contacto sobre los resultados obtenidos,
as´ı como la relacio´n entre el nu´mero de elementos considerados y el tiempo consumido
por el algoritmo para resolver el problema de contacto. Se han considerado los casos de
estudio I y II, descritos anteriormente, con distintas discretizaciones uniformes del MBR,
caracterizadas por el nu´mero de elementos de presio´n presentes en la discretizacio´n. Los
detalles de cada configuracio´n se muestran en la tabla 6.3.
Las configuraciones mostradas en la tabla 6.3 se han investigado considerando un valor
de Ωmax = 0 (dando lugar a las configuraciones 1.0, 2.0, 3.0 y 4.0), y un valor de Ωmax
calculado, para cada caso, segu´n la ecuacio´n 6.40 (dando lugar a las configuraciones 1.1,
2.1, 3.1 y 4.1). Los resultados obtenidos se muestran en las tablas 6.4 (caso de estudio
I) y 6.5 (caso de estudio II), junto con los valores de referencia utilizados para validar
el funcionamiento del algoritmo.
En ambos casos se observa como los resultados obtenidos por el algoritmo de contacto
tienden a los valores de referencia a medida que se incrementa el nu´mero de elementos
de presio´n incluidos en la discretizacio´n. Por otra parte, el tiempo de ca´lculo empleado
por el algoritmo para resolver el problema de contacto tambie´n aumenta a medida que
se incrementa el nu´mero de elementos de presio´n.
Si se comparan los resultados obtenidos al evaluar todos los coeficientes de influen-
cia de forma exacta (Ωmax = 0) con los resultados obtenidos al evaluar algunos de
los coeficientes de influencia de forma aproximada (Ωmax 6= 0), se observa que si el
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Tabla 6.5: Resultados de contacto al variar el nu´mero de elementos en el caso II
Caso nc pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
II.1.0 64 1376.84 36.00 132 0.15
II.1.1 64 1376.84 36.00 132 0.15
II.2.0 256 2721.45 36.00 140 1.79
II.2.1 256 2721.45 36.00 139 1.63
II.3.0 1024 3240.31 27.00 137 25.37
II.3.1 1024 3240.31 27.00 137 22.32
II.4.0 4096 4055.15 24.47 137 384.99
II.4.1 4096 4055.15 24.46 137 366.99
FEM - 5586.00 24.89 135 556
para´metro Ωmax se calcula mediante la ecuacio´n 6.40, la evaluacio´n aproximada de al-
gunos coeficientes de influencia no tiene ninguna influencia destacable sobre la precisio´n
del algoritmo. En cambio, puede repercutir en reducciones del tiempo consumido por el
algoritmo para resolver el problema de contacto.
La figura 6.27a muestra la evolucio´n del tiempo total consumido por el algoritmo para
resolver los casos de estudio I y II en funcio´n del nu´mero de elementos presentes en la
zona de interferencia (nc). Se puede observar que el tiempo total consumido por el algo-
ritmo para resolver el problema de contacto se incrementa de forma aproximadamente
cuadra´tica con el nu´mero de elementos presentes en la zona de interferencia.
Caso I.X.0 Caso II.X.0
Caso I.X.1 Caso II.X.1




































Figura 6.27: Tiempos de ca´lculo del algoritmo: (a) tiempo total y (b) tiempo invertido
en el ca´lculo de los coeficientes de influencia
En general, el tiempo consumido por el algoritmo para resolver el caso de estudio I es
inferior al consumido para resolver el caso II. Esto se debe a que en el caso de estudio
I no se considera la influencia de superficies libres sobre el contacto, mientras que en el
caso de estudio II se considera la influencia de dos superficies libres sobre el contacto.
Esto repercute en un incremento del coste computacional del algoritmo, debido a que es
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necesario calcular los coeficientes de influencia de las mallas sime´tricas, como se describe
en el apartado 6.3.1.
Cuando no se considera la influencia de superficies libres en el contacto (caso de estudio
I), el tiempo consumido por el algoritmo para resolver el problema de contacto es el
mismo independientemente de si se establece un valor de Ωmax = 0, como si el valor de
este para´metro se calcula mediante la ecuacio´n 6.40. Sin embargo, cuando s´ı intervienen
superficies libres en el contacto (caso de estudio II), la utilizacio´n de la ecuacio´n 6.40
para fijar el valor de este para´metro repercute en un descenso del tiempo de ca´lculo.
Esto se debe a que este criterio para fijar la magnitud del para´metro Ωmax hace que los
coeficientes de influencia de la malla original se calculen de forma exacta, mientas que
los coeficientes de influencia de los elementos de las mallas sime´tricas ma´s alejados se
evalu´an de forma aproximada. Esta reduccio´n del tiempo consumido por el algoritmo
se hace ma´s notable a medida que el nu´mero de elementos se incrementa, as´ı como a
medida que se incrementa el nu´mero de dimensiones finitas a considerar por el algoritmo.
La figura 6.27b muestra el tiempo consumido por el algoritmo para determinar todos los
coeficientes de influencia (paso A6 del algoritmo de contacto) en funcio´n del nu´mero de
elementos presentes en la zona de interferencia (nc). Se puede observar como los valores
mostrados en esta figura coinciden con los que aparecen en la figura 6.27a, indicando
que pra´cticamente la totalidad del tiempo consumido por el algoritmo se invierte en
este paso. Por este motivo, esta operacio´n sera´ la que determine el coste computacional
del algoritmo. Por lo tanto, se puede afirmar que el coste computacional del algoritmo
vendra´ determinado por n2c . Cuando el algoritmo tenga que tener en cuenta la influen-
cia de superficies libres sobre el contacto, este coste computacional se multiplicara´ por
(M + 1), donde M es el nu´mero de superficies libres a considerar. Estas conclusiones
esta´n en concordancia con las obtenidas por Kalker [41] para problemas de contacto
discretizados en elementos de presio´n triangulares.
Estos resultados ponen de manifiesto que si se desea reducir el coste computacional del
algoritmo, sera´ necesirio aplicar medidas que reduzcan el nu´mero y el tiempo empleado
en el ca´lculo de coeficientes de influencia.
6.5 Implementacio´n del algoritmo de contacto con refi-
namiento adaptativo de la malla
Como se ha comentado anteriormente, la aplicacio´n del algoritmo de contacto requiere
de la discretizacio´n del a´rea potencial de contacto en un conjunto de n elementos de
presio´n ∆j . Como es habitual en me´todos nume´ricos basados en la discretizacio´n del
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dominio, la eleccio´n del nu´mero de elementos de presio´n en que se divide el dominio del
problema requiere una decisio´n de compromiso entre precisio´n y coste computacional.
Como demostro´ Kalker [41] (ver apartado 6.4.4.4), el coste computacional del algoritmo
es proporcional a n2c , que es el nu´mero de coeficientes de influencia (fj,i) que es necesario
calcular para resolver el problema de contacto.
Por otra parte, Kalker tambie´n mostro´ que la precisio´n del modelo para predecir los
resultados de contacto depende del refinamiento de la malla, especialmente en aquellas
zonas cercanas al borde del a´rea de contacto. Consecuentemente, una mejora de la pre-
cisio´n de los resultados implica necesariamente un incremento del coste computacional.
Cuando el taman˜o y la posicio´n del a´rea de contacto son conocidos de antemano (como
ocurre en los ejemplos del apartado 6.4.4), la eficiencia del modelo puede ser maximizada
de forma sencilla discretizando u´nicamente la porcio´n del dominio que se ajuste al a´rea
de contacto. Pero cuando estos para´metros son desconocidos, se debe discretizar toda la
zona de interferencia, para poder tener en cuenta cualquier posicio´n y forma del a´rea de
contacto. En esos casos, es habitual utilizar una malla de elementos de presio´n uniformes
para todo el dominio, que sera´ ma´s o menos densa, dependiendo de la precisio´n deseada y
de las capacidades de ca´lculo disponibles. En estos casos la eficacia del me´todo se vuelve
peor a medida que se reduce el taman˜o del a´rea de contacto comparado con el taman˜o
de la zona de interferencia. Y este efecto se acentu´a cuando es necesario tener en cuenta
la influencia de alguna superficie libre de los cuerpos sobre el contacto, debido a que
se requieren operaciones adicionales para tener en cuenta la influencia de las superficies
libres sobre el a´rea de contacto, como se ha detallado en el apartado 6.3.1.
Para superar estos inconvenientes, se ha desarrollado un algoritmo de contacto con
refinamiento adaptativo de la malla de elementos de presio´n. Este algoritmo utiliza una
discretizacio´n del dominio basada en la descomposicio´n en quadtree (ver apartado 6.5.1)
para resolver el problema de contacto. La utilizacio´n de una estructura de datos basada
en el quadtree ofrece dos caracter´ısticas fundamentales al algoritmo: en primer lugar, la
divisio´n recursiva de las celdas proporciona una buena estrategia de refinamiento local
de la malla. En segundo lugar, hace que las operaciones transversales, como la bu´squeda
de vecinos, sean eficientes computacionalmente y fa´ciles de implementar. En este caso,
el dominio que se encuadra dentro de la ra´ız del quadtree es la zona de interferencia (Γ).
Todas las celdas vac´ıas del quadtree se consideran elementos de presio´n.
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6.5.1 Estructuras basadas en el Quadtree
La descomposicio´n en quadtree es una estructura de datos en forma de a´rbol ideada por
Finkel [185]. De acuerdo con Samet [186], el concepto ba´sico de este me´todo consiste en
encuadrar el dominio del problema en una celda contenedora, generalmente cuadrada,
que se identifica como la ra´ız del quadtree (figura 6.28a). Esta celda se subdivide en
cuatro celdas del mismo taman˜o (figura 6.28b), una en cada una de las direcciones:
noreste (NE), noroeste (NW), suroeste (SW) y sureste (SE). Cada una de estas celdas
se divide de forma recursiva hasta que se alcanza un criterio de pausa (figuras 6.28c
y 6.28d), que puede estar basado en la geometr´ıa local del dominio o en para´metros


























Figura 6.28: Descomposicio´n en quadtree
La informacio´n referente al quadtree se almacena en una estructura jera´rquica en forma
de a´rbol, como se muestra en la figura 6.29. Para cada celda, se almacena un puntero
hacia su padre y un puntero hacia sus hijos. Este tipo de estructura facilita la realizacio´n
de un gran nu´mero de operaciones, como por ejemplo, la bu´squeda de vecinos en una
direccio´n dada, que tendra´ un papel importante en el algoritmo propuesto.
Cada una de las esquinas de una celda se llama ve´rtice. Las aristas que conectan
ve´rtices consecutivos son los lados de la celda. El nivel que ocupa una celda dentro de
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Figura 6.29: Estructura de datos del quadtree mostrado en la figura 6.28d
la estructura se denota por Lj y representa el nu´mero de divisiones realizadas desde
la ra´ız hasta obtener dicha celda. De acuerdo con esta definicio´n, Lj esta´ tambie´n
relacionado con el taman˜o relativo que tiene una celda dentro de la estructura, y el
grado de refinamiento que ese taman˜o representa. Dado un taman˜o para la celda inicial,
el taman˜o de cualquier celda se puede determinar si se conoce su grado de refinamiento
Lj . Generalmente, la celda ra´ız ocupa el nivel 0.
Cualquier celda que no haya sido dividida (mostradas en gris en la figura 6.29) es una
celda vac´ıa. Las celdas que ya han sido divididas son celdas llenas.
6.5.2 Rutina principal del algoritmo de contacto con refinamiento adap-
tativo de la malla
En la figura 6.30 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo de contacto con refi-
namiento adaptativo. Adema´s de la informacio´n que define a las superficies de contacto,
el algoritmo requiere de los siguientes para´metros de entrada:
(i) El punto inicial de contacto (OL).
(ii) Un vector que defina la normal de contacto.
(iii) La magnitud de la fuerza total de contacto (FT ).
(iv) El nivel inicial de discretizacio´n (Lini).
Como se puede apreciar, este algoritmo es una evolucio´n del algoritmo de contacto
descrito en el apartado 6.4.1. Las operaciones F1, F2, F3, F4, F5 y F6 se corresponden
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F. Algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo
RETURN
F9. Postprocesado de resultados
F7. Llamar Determinación de elementos a dividir









= TRUE (i = 1...n)
Λ
i
= FALSE (i = 1...n)
F1. Generación del sistema de coordenadas local al contacto y del plano de
tangente común
F3. Discretización del plano de trabajo en elementos de presión
F4. Llamar Cálculo distancia normal entre superficies
F5. Llamar Cálculo de matriz de coeficientes de influencia acumulados
F6. Solución del problema de contacto
F2. Determinar zona de interferencia Γ
Figura 6.30: Diagrama de flujo del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo
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con las operaciones A1, A2, A3, A4, A5 y A6 del algoritmo de contacto (figura 6.14),
y esta´n detalladas en el apartado 6.4.
En este caso, la operacio´n F3 hace referencia al proceso de encuadrar la zona de inter-
ferencia dentro de la celda ra´ız del quadtree, coincidente con el MBR, que se determina
utilizando el algoritmo propuesto por Chaudhuri [183]. La celda ra´ız del quadtree se
subdivide hasta que todas las celdas presentes alcanzan el nivel inicial de discretizacio´n
Lini, obteniendo una malla uniforme de n elementos de presio´n. Este nivel base de dis-
cretizacio´n tiene que ser suficiente para encuadrar la ubicacio´n de la zona de contacto.
Una vez completadas estas operaciones (F1−F6), el algoritmo define para todos los el-
ementos la bandera Λi = FALSE, indicando que las propiedades de todos los elementos
de presio´n presentes en la discretizacio´n son conocidas. Posteriormente, se llama al algo-
ritmo encargado de determinar los elementos a dividir (paso F7), cuyo funcionamiento
se detalla en el apartado 6.5.3. Una vez conocidos los elementos a dividir, se llama al al-
goritmo que se encarga de la divisio´n de estos elementos (paso F8), cuyo funcionamiento
se detalla en el apartado 6.5.4. Este algoritmo marca con la bandera Λi = TRUE a
todos los elementos creados a partir de la divisio´n de elementos existentes. Cuando ha
finalizado el proceso, se comprueba si alguno de los elementos presentes en el modelo
cumple con la condicio´n Λi = TRUE. En caso afirmativo, el algoritmo vuelve a it-
erar volviendo al paso F4. En caso negativo, el algoritmo termina y se muestran los
resultados (paso F9).
La ventaja principal de este algoritmo es que a partir de la segunda iteracio´n del mismo,
la operacio´n F4, y especialmente la operacio´n F5, u´nicamente se realizan para los el-
ementos nuevos resultantes de la operacio´n F8 de la iteracio´n anterior. El nu´mero de
coeficientes de influencia calculados, que define el coste computacional del algoritmo, se









donde t es el nu´mero de iteraciones realizadas por el algoritmo, nnew es el nu´mero de
elementos nuevos en la iteracio´n i y nsplit es el nu´mero de elementos divididos en la
iteracio´n anterior (i− 1).
6.5.3 Algoritmo para determinar los elementos a dividir
El refinamiento adaptativo se puede basar en varios criterios, como por ejemplo la ge-
ometr´ıa local del dominio o la tasa de cambio de magnitudes f´ısicas. En un problema
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de contacto bajo el dominio de las pequen˜as deformaciones, el a´rea de contacto es gen-
eralmente pequen˜a comparada con las dimensiones de los so´lidos que intervienen en el
contacto y el gradiente de presiones es habitualmente elevado en parte del a´rea de con-
tacto. Adema´s, para un nivel dado de precisio´n, la aproximacio´n a la distribucio´n de
presiones con elementos discretos de presio´n constante requiere elementos pequen˜os en
aquellas a´reas donde el gradiente es grande, pero los elementos pueden ser ma´s grandes
en aquellas zonas en las que el gradiente de presiones es pequen˜o. Por esta razo´n, en
este algoritmo se utiliza el gradiente de las presiones de contacto como criterio para el
refinamiento.
Pero, debido a que el algoritmo trabaja en un dominio discreto, el gradiente se estima
como la tasa de variacio´n de la presio´n de contacto (ϕj,i) entre dos elementos adyacentes
∆i y ∆j . Finalmente, para hacer este para´metro adimensional, se define como la difer-
encia absoluta de presio´n de contacto entre el elemento ∆i y el elemento ∆j dividida





= 2 · |pj − pi|
pj + pi
(6.42)
El valor obtenido para ϕj,i se compara con un valor definido arbitrariamente ϕmax, que
representa la tolerancia del gradiente, para decidir si los elementos relacionados deben
ser divididos o no. Por lo tanto, cuando ϕj,i > ϕmax los elementos se marcara´n como
candidatos para ser divididos.
Sin embargo, al utilizar la ecuacio´n 6.42 para calcular la tasa de variacio´n entre la
presio´n de contacto de un elemento ∆i que pertenece al a´rea de contacto (y por lo tanto
pi > 0) y un elemento adyacente ∆j que este´ fuera del a´rea de contacto (donde no existe
presio´n de contacto, pj = 0), el resultado siempre sera´ ϕj,i = 2, independiente del valor
de pi. Puesto que habitualmente el valor especificado para ϕmax sera´ menor que 1, se
puede concluir que esta estrategia de refinamiento basada en la tasa de variacio´n de las
presiones de contacto refinara´ la malla en el borde del a´rea de contacto sin parar.
Para limitar el nu´mero de iteraciones realizadas por el algoritmo, se incluye un criterio
de parada adicional, basado en el taman˜o mı´nimo que puede alcanzar un elemento de
presio´n. Como se ha mencionado en el apartado 6.5.1, el nivel Lj que un elemento de
presio´n ocupa en la estructura quadtree esta´ relacionado con su taman˜o. Por lo tanto, al
limitar el nivel que puede alcanzar un elemento tambie´n limitara´ su taman˜o. Este l´ımite
viene impuesto por un para´metro definido por el usuario Lmax, denominado ma´ximo
grado de refinamiento de malla.
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Es importante especificar que ϕmax es un valor objetivo y no siempre se alcanzara´.
Si el ma´ximo grado de refinamiento de malla Lmax se alcanza antes que se alcance el
valor objetivo de ϕmax, el algoritmo terminara´. Esto garantiza que el grado ma´ximo de
refinamiento se alcanzara´ siempre en el borde del a´rea de contacto, por lo que la precisio´n
en la que e´ste se define se especifica de antemano por Lmax, independientemente del nivel
inicial de discretizacio´n.
En la figura 6.31 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo de determinacio´n de
elementos a dividir. El algoritmo requiere de los siguientes para´metros:
(i) Un vector que contenga las presiones de contacto pj asociadas a cada elemento de
presio´n de la malla actual.
(ii) La estructura de datos quadtree.
(iii) El ma´ximo grado de refinamiento de malla Lmax.
(iv) La tasa ma´xima permitida para la variacio´n de la presio´n de contacto ϕmax.
El algoritmo empieza definiendo la bandera Ki = FALSE para los n elementos presentes
en la malla. La bandera Ki especifica la necesidad de un elemento de ser dividido, y
por lo tanto, al inicio del algoritmo se asume que ninguno de los elementos requiere de
divisio´n.
Posteriormente empieza un bucle iterativo en el que se buscan los k vecinos de cada
elemento de presio´n con un valor positivo de presio´n asociado (paso G1). Para este
paso se utiliza el algoritmo propuesto por Samet [187], que se basa en estructuras de
datos tipo quadtree. De esta manera, se pueden encontrar los vecinos de un elemento de
presio´n dado aunque no compartan ningu´n nodo.
La tasa de variacio´n de la presio´n de contacto ϕj,i entre un elemento de presio´n ∆i y
cualquiera de sus vecinos ∆j se calcula utilizando la ecuacio´n 6.42. Si ϕj,i es menor que
el valor definido para ϕmax, se evalu´a el siguiente elemento de presio´n ∆j+1. En cambio,
si la diferencia relativa de presiones de contacto entre ambos elementos es mayor que
ϕmax, ambos elementos son candidatos para ser divididos. Se pueden dar tres situaciones
distintas:
(i) Ambos elementos de presio´n tienen el mismo nivel (Li = Lj) y su valor es menor
que Lmax. Entonces, ambos elementos se marcan para ser divididos definiendo
Ki = Kj = TRUE.
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G1. Buscar los vecinos del elementos de presiónk Δi
φ φj,i max>
YES
L = Lj i
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j = j + 1
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G. Determinación de elementos a dividir
i = 1
K = FALSE (i = 1...n)i
RETURN
Figura 6.31: Diagrama de flujo para el algoritmo de determinacio´n de elementos a
dividir
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(ii) Ambos elementos de presio´n tiene el mismo nivel (Li = Lj) y su valor es igual
que Lmax. En ese caso, ninguno de los elementos se marca para ser dividido y se
evalu´a el siguiente elemento de presio´n.
(iii) Los elementos de presio´n tienen niveles distintos (Lj 6= Li). Si Li < Lj el elemento
de presio´n ∆i se marca para ser dividido definiendo Ki = TRUE. De otra manera,
el elementos de presio´n ∆j se marca para ser dividido, definiendo Kj = TRUE.
Mediante estas condiciones se garantiza un correcto balance en las proporciones de las
celdas del quadtree, de manera que celdas contiguas con valores positivos de presio´n,
como ma´ximo puedan diferir en un nivel dentro de la estructura quadtree. Este balance
se conoce como condicio´n 2 : 1, y su concepto fue introducido por Yerri [188].
El algoritmo termina cuando todos los elementos han sido evaluados, devolviendo un
vector K que contiene los ı´ndices de aquellos elementos en los que Ki = TRUE.
6.5.4 Algoritmo para dividir elementos
En la figura 6.32 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo de divisio´n de elementos.
El algoritmo requiere de los siguientes para´metros:
(i) La estructura de datos quadtree.
(ii) Vector K, que contiene las banderas Ki que indican cuando elemento necesita ser
dividido.
(iii) Vector Λ, que contiene las banderas Λj que indican cuando las propiedades de un
elemento de presio´n deben ser calculadas.
Para cada uno de los elementos de presio´n presentes en el modelo, se evalu´a el valor de
la bandera Ki. Si Ki = TRUE, el elemento requiere ser dividido. Si por el contrario
Kj = FALSE, el elemento no necesita ser dividido, y se evalu´a el siguiente elemento.
Cuando un elemento requiere ser dividido, origina cuatro nuevos elementos de presio´n
del mismo taman˜o (paso H1). Para cada uno de estos elementos se define Λi = TRUE
(paso H2), para indicar que deben ser calculados en el caso de que exista una pro´xima
iteracio´n del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo. Por u´ltimo, se actualiza
la estructura del quadtree (paso H3) para tener en cuenta los elementos recie´n creados.
El algoritmo devuelve el vector Λ y la estructura quadtree actualizados con la infor-
macio´n de los nuevos elementos de presio´n.
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Figura 6.32: Algoritmo para la divisio´n de elementos
Tabla 6.6: Para´metros de control de refinamiento de malla
Configuracio´n 5 6 7 8 9 10
Lini 2 2 2 2 2 2
Lmax 4 5 6 7 7 7
ϕmax 15% 15% 15% 15% 35% 65%
6.5.5 Validacio´n del algoritmo y estudio de para´metros
El algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo de la malla se ha validado uti-
lizando los casos de estudio I y II descritos en el apartado 6.4.4. El funcionamiento
del algoritmo se ha probado utilizando distintas configuraciones de los para´metros de
refinamiento adaptativo, que se han conseguido variando los para´metros Lmax y ϕmax,
como se muestra en la tabla 6.6. En todos los casos, el nivel de refinamiento inicial es
Lini = 2.
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Las configuraciones mostradas en la tabla 6.6 se han investigado considerando un valor
de Ωmax = 0 (dando lugar a las configuraciones 5.0, 6.0, 7.0, 8.0, 9.0 y 10.0), y un
valor de Ωmax calculado, para cada caso, segu´n la ecuacio´n 6.40 (dando lugar a las
configuraciones 5.1, 6.1, 7.1, 8.1, 9.1 y 10.1).
Para cada caso, se evalu´a la presio´n ma´xima de contacto (pmax), el a´rea de contacto (A),
la aproximacio´n entre cuerpos (δ) y el tiempo consumido por el algoritmo para resolver el
problema de contacto (t). Los valores mostrados de t corresponden a la media aritme´tica
de 10 ejecuciones consecutivas del algoritmo realizadas en la misma estacio´n de trabajo.
En la figura 6.33 se ilustra gra´ficamente el funcionamiento del algoritmo de contacto
con refinamiento adaptativo de la malla. Se puede observar la evolucio´n de la huella
de contacto y de la malla de elementos de presio´n a trave´s de las iteraciones realizadas
por el algoritmo para resolver el caso de estudio I.8.0. Con cada iteracio´n, la malla
de elementos de presio´n se adapta para cumplir el objetivo de gradiente ma´ximo entre
elementos vecinos, hasta que se se alcanza el ma´ximo grado de refinamiento, impuesto
por el para´metro Lmax.
(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.33: Evolucio´n de la huella de contacto a trave´s de las iteraciones del algo-
ritmo de contacto con refinamiento adaptativo para el caso I.8.0
La tabla 6.7 muestra los resultados del caso de estudio I obtenidos mediante las distintas
configuraciones del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo mostradas en
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Tabla 6.7: Resultados de contacto del caso de estudio I obtenidos mediante las con-
figuraciones mostradas en la tabla 6.8.
Caso pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
I.5.0 6299.38 9.00 294 0.19
I.5.1 6299.38 9.00 294 0.18
I.6.0 6440.16 9.56 295 0.59
I.6.1 6440.16 9.56 295 0.60
I.7.0 6416.67 9.42 295 3.04
I.7.1 6416.68 9.42 295 3.08
I.8.0 6417.87 9.25 295 17.60
I.8.1 6417.87 9.25 295 17.45
I.9.0 6441.59 9.25 295 11.61
I.9.1 6441.59 9.25 295 11.71
I.10.0 6441.07 9.25 295 9.75
I.10.1 6441.07 9.25 295 9.87
Hertz 6478.28 9.26 295 -
la tabla 6.6. A efectos de comparacio´n, tambie´n se muestra la solucio´n anal´ıtica del
problema de contacto proporcionada por la teor´ıa de Hertz [7].
Se puede apreciar como la precisio´n con la que el algoritmo calcula el taman˜o del a´rea
de contacto y la aproximacio´n entre cuerpos no depende del valor ϕmax, puesto que en
los casos de estudio en los que se mantiene constante el valor de Lmax (casos I.8, I.9
y I.10), se obtienen los mismos resultados independientemente del valor escogido para
este para´metro. En cambio, se aprecia una variacio´n en estos resultados en aquellos
casos en los que el valor de Lmax var´ıa (casos I.5, I.6, I.7 y I.8). Esto se debe a que
la precisio´n con la que se calcula el borde del a´rea de contacto depende u´nicamente del
grado ma´ximo de refinamiento permitido Lmax.
Por otra parte, para un mismo grado de refinamiento (casos I.8, I.9 y I.10), el valor
ma´ximo de presio´n de contacto obtenido var´ıa con el para´metro ϕmax especificado. Esto
ocurre debido a que el valor de la presio´n de contacto depende de la configuracio´n que
adopta la malla dentro de la huella de contacto.
Si se comparan los resultados obtenidos considerando un valor de Ωmax = 0, y los
obtenidos considerando un valor de Ωmax calculado segu´n la ecuacio´n 6.40, se puede
observar como los resultados permanecen pra´cticamente constantes.
Los resultados gra´ficos y la malla de elementos de presio´n resultante se muestran en la
figura 6.34 para algunas configuraciones del caso I. En esta figura u´nicamente se muestra
una porcio´n del MBR, para facilitar la visualizacio´n. Se puede ver como el algoritmo
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adapta la malla de elementos de presio´n para cumplir los requisitos de tasa ma´xima de





Figura 6.34: Huellas de contacto y mallas resultantes para (a y c) el caso I.8.0 y (b
y d) caso I.10.0
La tabla 6.8 muestra los resultados del caso de estudio II obtenidos mediante las distintas
configuraciones del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo mostradas en la
tabla 6.6. A efectos de comparacio´n, tambie´n se muestra la solucio´n obtenida a partir
del ana´lisis del modelo de elementos finitos.
Se puede observar que, como ocurre en los resultados del caso de estudio I, el valor
especificado para ϕmax no afecta a la precisio´n con el que el algoritmo calcula la magnitud
del a´rea de contacto o la aproximacio´n entre cuerpos. En cambio, s´ı tiene una gran
influencia en los valores ma´ximos de presio´n obtenidos, puesto que e´stos dependen de la
configuracio´n de la malla dentro del a´rea de contacto. No se observan diferencias entre
los casos resueltos con un valor de Ωmax = 0 y los casos en los que el valor de Ωmax se
ha calculado mediante la ecuacio´n 6.40.
La figura 6.35 muestra los resultados gra´ficos del a´rea de contacto y de la malla de
elementos de presio´n resultante para algunas configuraciones del caso de estudio II. En
esta figura u´nicamente se muestra una porcio´n del MBR, para facilitar el visionado.
En los contactos lineales, en los que una dimensio´n es mucho ma´s grande que la otra,
el refinado de la malla tiene una gran relevancia, puesto que es muy dif´ıcil capturar
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Tabla 6.8: Resultados de contacto del caso de estudio II obtenidos mediante las
configuraciones mostradas en la tabla 6.8.
Caso pmax (MPa) A (mm
2) δ (µm) t (s)
II.5.0 2721.45 36.00 139 0.85
II.5.1 2721.45 36.00 139 0.76
II.6.0 3240.31 27.00 138 6.13
II.6.1 3240.30 27.00 137 5.30
II.7.0 4055.15 24.47 137 40.19
II.7.1 4055.15 24.47 137 35.64
II.8.0 5117.00 25.06 137 241.08
II.8.1 5117.01 25.07 137 209.56
II.9.0 5117.03 25.06 137 152.86
II.9.1 5117.04 25.07 137 120.45
II.10.0 4503.31 25.06 137 123.38
II.10.1 4503.35 25.07 137 102.13
FEM 6027.00 24.89 135 556






Figura 6.35: Huellas de contacto y mallas resultantes para (a y c) el caso II.8.0 y (b
y d) caso II.10.0
En todos los casos estudiados se observa que a medida que se incrementa el grado
ma´ximo de refinamiento permitido (Lmax) y se reduce la tolerancia del gradiente (ϕmax),
los resultados obtenidos a partir del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo
convergen hacia los valores de referencia.
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Tabla 6.9: Tabla de equivalencias entre casos de mallado uniforme y casos con refi-
namiento adaptativo
Malla uniforme Refinamiento adaptativo
Configuracio´n n Configuracio´n Lmax
1 64 - 3
2 256 5 4
3 1024 6 5
4 4096 7 6
- 16384 8, 9 y 10 7
En la figura 6.36 se muestran las distribuciones de presiones a lo largo de los semiejes
principales del contacto, obtenidos de las configuraciones II.3.0 (mallado uniforme) y
II.8.0 (mallado adaptativo) y de los resultados obtenidos a partir del ana´lisis del modelo
de elementos finitos. Para obtener el valor sobre un punto concreto, se realiza una
interpolacio´n bilineal de los resultados discretos del algoritmo de contacto. Se puede
observar que con la incorporacio´n del mallado adaptativo, los resultados tienden a los
resultados de referencia proporcionados por el modelo de elementos finitos.
FEM II.3.0 II.8.0














































Figura 6.36: Distribucio´n de presiones a lo largo de los ejes de coordenadas locales
al contacto
Existe cierta equivalencia entre los casos resueltos en este apartado y los casos resueltos
en el apartado 6.4.4 (donde se utilizan mallas uniformes de elementos de presio´n). Esta
equivalencia viene dada por el taman˜o mı´nimo alcanzado por los elementos de presio´n
durante el refinamiento adaptativo (gobernado por el para´metro Lmax), y el taman˜o de
los elementos de presio´n en mallas uniformes. Las equivalencias en estos te´rminos se
muestran en la tabla 6.9. Esta equivalencia se manifiesta en los resultados obtenidos,
que en casos equivalentes, son pra´cticamente ide´nticos. Para la configuracio´n 8 no
existe equivalencia en malla uniforme, pues no se dispone de capacidad computacional
suficiente para resolver ese caso.
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Tabla 6.10: Coste computacional asociado a cada caso de estudio













Como se ha comentado anteriormente, el coste computacional del algoritmo esta´ direc-
tamente relacionado con el nu´mero de coeficientes de influencia calculados. El coste
computacional del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo para los casos de
estudio I y II, calculado segu´n se propone en la ecuacio´n 6.41, se muestra en la tabla 6.10.
Para facilitar la comparacio´n, tambie´n se muestra el coste computacional relativo, que
es el coste computacional del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo divi-
dido entre el coste computacional del algoritmo de contacto con una malla uniforme
equivalente (ver tabla 6.9).
Se puede observar como, en el peor de los casos, se consigue una reduccio´n del coste
computacional del 56.25%. En general, el coste computacional relativo del algoritmo con
refinamiento adaptativo es menor a medida que se incrementa el grado de refinamiento
ma´ximo (Lmax) y se incrementa la tolerancia del gradiente de presio´n (ϕmax).
Por otra parte, se observa que el caso de estudio II tiene un coste computacional relativo
mayor al del caso de estudio I. Esto se debe a que el area de contacto del caso II
corresponde a un 17.28% de la zona de interferencia, mientras que en el caso I el a´rea de
contacto corresponde a un 6.40% de la zona de interferencia. Esto indica que la ventaja
de utilizar el algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo es mayor a medida que
el a´rea de contacto es ma´s pequen˜a comparada con el a´rea de la zona de interferencia.
Por u´ltimo, la figura 6.37 muestra una comparacio´n de los tiempos consumidos por el
algoritmo para resolver algunas configuraciones del caso de estudio II, con el algoritmo
de contacto con refinamiento adaptativo, y con una malla uniforme equivalente (ver
tabla 6.9). El tiempo relativo expresa la relacio´n entre el tiempo consumido por el al-
goritmo para resolver un caso de estudio, comparado con el tiempo consumido por el
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algoritmo para resolver ese mismo caso utilizando una discretizacio´n uniforme equiva-
lente. Se puede observar como a medida que la malla se vuelve ma´s fina, la utilizacio´n
del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo de malla reporta mayores benefi-
cios en cuanto a tiempo de ca´lculo, especialmente cuando se configura para que calcule
coeficientes de influencia de forma aproximada.
















Unif. II.X.0 Unif. II.X.1
Adap. II.X.0 Adap. II.X.1
Figura 6.37: Resumen de tiempos totales consumidos por el algoritmo para resolver
distintos casos de estudio
6.6 Algoritmo de contacto para transmisiones por engranaje
considerando la desalineacio´n natural de los ejes
El algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo presentado en el apartado anterior
es una alternativa interesante para resolver problemas de contacto en transmisiones por
engranaje por dos motivos fundamentales:
(i) Mientras que es facil determinar el punto inicial de contacto (OL), la forma y el
taman˜o del a´rea de contacto es impredecible de antemano, de manera que para
resolver el problema de contacto por el me´todo de los coeficientes de influencia es
necesario discretizar toda la zona de interferencia.
(ii) Las dimensiones finales de la zona de contacto son pequen˜as comparadas con la
zona de interferencia.
En la figura 6.38 se muestra una seccio´n transversal de los so´lidos en contacto en una
transmisio´n de engranajes. De acuerdo con la notacio´n descrita en el apartado 6.3, el
diente del pin˜o´n se considerara´ como el so´lido P , y el diente de la rueda se considerara´
como el so´lido W .
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Figura 6.38: Seccio´n transversal de los so´lidos de contacto
Para la aplicacio´n del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo de malla,
adema´s de la informacio´n que define a las superficies de los so´lidos en contacto (en
este caso los dientes de engranaje), es necesario conocer el punto inicial de contacto
OL y la normal comu´n de contacto. Esta informacio´n se puede determinar mediante
un algoritmo de ana´lisis de contacto entre dientes (TCA, Tooth Contact Analysis). Si
bien existen varias propuestas de algoritmo TCA, en este trabajo se ha utilizado la
metodolog´ıa propuesta por Sanchez [189], pues es la desarrollada en el grupo de inves-
tigacio´n en el que se ha realizado este trabajo. Estos datos sirven de partida para la
generacio´n del plano Π y del sistema de coordenadas local al contacto. El eje ZL de este
sistema de coordenadas local coincide con el vector unitario correspondiente a la normal
comu´n de contacto, apuntando hacia el interior de la geometr´ıa del diente de la rueda.
Habitualmente, las superficies de contacto de los dientes de los engranajes poseen una
dimensio´n que predomina sobre la otra. Por este motivo, al aplicar el algoritmo de con-
tacto propuesto, si se intenta cubrir la zona de interferencia con una celda ra´ız cuadrada,
como se muestra en la figura 6.39a, se requerira´ llegar a un nivel muy elevado de la es-
tructura quadtree hasta conseguir un taman˜o de elemento aceptable para la zona de
interferencia.
Por esta razo´n, resulta conveniente utilizar de forma simulta´nea varias celdas ra´ız del
quadtree a la hora de discretizar la zona potencial de contacto, como se muestra en la
figura 6.39b. Con esta medida se consigue, por una parte, que la zona discretizada no
coincidente con la zona de interferencia sea mı´nima, y por otra parte, que se obtenga
una buena discretizacio´n de la zona de interferencia con pocas divisiones de las celdas
ra´ız. Esto repercute en una mejora notable del coste computacional.
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Zona interferencia Γ Plano Π
Figura 6.39: Discretizacio´n de la zona de interferencia en (a) un quadtree y (b) tres
quadtrees
La utilizacio´n de varias celdas ra´ız simulta´neas requiere realizar modificaciones en el
me´todo de bu´squeda de vecinos utilizado en el algoritmo para la determinacio´n de ele-
mentos a dividir (apartado 6.5.3), inicialmente propuesto por Samet [187]. Esta modi-
ficacio´n consiste en que cuando en la bu´squeda de vecinos se alcance el nivel Lj = 0 de
una estructura quadtree, el algoritmo debe ser capaz de saltar a la estructura quadtree
contigua y continuar la bu´squeda dentro de ella.
Por u´ltimo, la restriccio´n impuesta por 6.29c en la solucio´n del problema de contacto
debera´ ser modificada para tener en cuenta que ahora la compresio´n entre los so´lidos de
contacto no se genera por la accio´n de una fuerza FT , sino de un par torsor (T ) aplicado
sobre el eje del engranaje. De esta manera, la nueva restriccio´n sera´:






) · uz (6.43b)
donde rOQj es un vector que va desde el origen de coordenadas, situado sobre el eje del
pin˜o´n, hasta el centroide del elemento de presio´n (Qj) y uz es el vector unitario asociado
al eje global Z, coincidente con el eje del pin˜o´n, como se muestra en la figura 6.40.
En base a estos criterios, es posible aplicar el algoritmo de contacto con refinamiento
adaptativo de malla para resolver el problema de contacto en transmisiones de engrana-
jes. Como resultado, se obtienen una serie de presiones de contacto uniformes (pj).
Cada presio´n genera una carga (qj) y un momento (mj) puntuales, que actu´an sobre
los ejes de los engranajes. El conjunto de fuerzas y momentos puntuales representa la
funcio´n de carga externa q(z) y de momentos externos m(z). Estas funciones se aplican
utilizando las funciones de Macaulay (apartado 3.5) sobre el modelo de eje SHAFT1,
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Figura 6.40: Determinacio´n del par torsor producido por una presio´n uniforme apli-
cada sobre un a´rea Aj
descrito en el apartado 3.3, para determinar la deflexio´n que producen sobre el eje del
engranaje.
La figura 6.41 muestra el diagrama de flujo del algoritmo de contacto para transmisiones
por engranaje considerando la desalineacio´n natural de los ejes. Este algoritmo requiere
de los siguientes datos de partida:
(i) Datos de los engranajes que componen la transmisio´n.
(ii) Datos de los ejes de los engranajes.
(iii) Par transmitido (T ).
(iv) Tolerancia de desalineacio´n de los engranajes.
El algoritmo empieza considerando que la fuerza total producida en el contacto (FT )
por el par transmitido (T ) se distribuye de forma uniforme a lo largo del ancho de cara
del engranaje (paso I1). De esta forma, el algoritmo empieza considerando que los
engranajes esta´n perfectamente alineados.
Bajo esta suposicio´n, se aplica la teor´ıa de vigas para calcular la deformacio´n de los ejes
debido a la carga distribuida. A tal efecto se puede utilizar el modelo SHAFT1 prop-
uesto para el ca´lculo de la deflexio´n del eje, descrito en el apartado 3.3. La desalineacio´n
de los ejes se calcula en base a los desplazamientos que se producen en los puntos C1,
D1, C2 y D2 como consecuencia de la deformacio´n de los ejes (paso I2), utilizando el
procedimiento descrito en el apartado 4.8.5.
Entonces empieza un proceso iterativo cuyo primer paso es la generacio´n de un conjunto
de superficies de engranaje desalineadas (paso I3), teniendo en cuenta las magnitudes
de desalineacio´n calculadas en el paso I2. La generacio´n de las geometr´ıas se realiza
segu´n la teor´ıa moderna del engrane propuesta por Litvin [61].
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¿Es relevante el
cambio de las desalineaciones respecto
a iteración previa?
I. Algoritmo de contacto en engranajes




I2. Cálculo de las desalineaciones del eje
I3. Generación de superficies de contacto
I4. Llamar Algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo
I5. Cálculo de las desalineaciones del eje
I6. Cálculo de las desalineaciones del eje
Figura 6.41: Diagrama de flujo del algoritmo para el algoritmo de contacto para
transmisiones por engranaje considerando la desalineacio´n natural de los ejes
El algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo de la malla se aplica considerando
las geometr´ıas generadas (paso I4). Como resultado, se obtiene un conjunto de presiones
pj en el a´rea de contacto. A partir de estas presiones, es posible conocer las fuerzas
producidas en el contacto (qj), as´ı como el momento que estas fuerzas generan sobre el
eje del engranaje (mj).
La teor´ıa de vigas se vuelve a aplicar para calcular los desplazamientos que se producen
en los puntos C1, D1, C2 y D2 como consecuencia de la deformacio´n de los ejes cau-
sada por el conjunto de fuerzas fj y de momentos mj puntuales. A partir de estos
desplazamientos, se calculan nuevos valores de desalineacio´n (paso I5).
Los valores de desalineacio´n son comparados a los obtenidos en la iteracio´n previa (paso
I2 para la primera iteracio´n, paso I5 de la iteracio´n previa en otros casos), obteniendo
el incremento de desalineacio´n. Si el incremento de desalineacio´n es menor que un
valor dado de tolerancia, se considera que el algoritmo ha convergido y se muestran los
resultados (paso I6). En cambio, si el incremento de desalineacio´n es mayor que el valor
de tolerancia especificado, el proceso iterativo empieza otra vez generando un conjunto de
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Tabla 6.11: Datos de disen˜o para los casos de estudio de la transmisio´n mostrada en
la figura 1.13
Magnitudes Caso III Caso IV Caso V
Mo´dulo normal, m [mm] 3 3 3
A´ngulo de presio´n normal, α [grados] 20 20 20
A´ngulo de he´lice, β [grados] 0 15 15
Sentido de he´lice del pin˜o´n - Derechas Izquierdas
Nu´mero de dientes del pin˜o´n, z1 34 34 34
Nu´mero de dientes de la rueda, z2 57 57 57
Ancho de cara, b = b1 = b2 [mm] 25 25 25
Dia´metro del eje del pin˜o´n, dsh1 [mm] 30 30 30
Dia´metro del eje de la rueda, dsh2 [mm] 35 35 35
Par nominal aplicado, T [Nm] 290 290 290
superficies de contacto de engranaje (paso I3) con los valores de desalineacio´n obtenidos
en el paso I5 de la iteracio´n anterior. El proceso se repite hasta que el incremento de
desalineacio´n es menor que el valor de tolerancia.
6.7 Ejemplos nume´ricos
Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo, se ha aplicado a un conjunto de casos de
estudio basados en el modelo f´ısico de la figura 1.13. Las principales caracter´ısticas de
disen˜o de los casos de estudio se resumen en la tabla 6.11. El caso III corresponde a
un engranaje cil´ındrico recto, mientras que los casos IV y V corresponden a engranajes
cil´ındricos helicoidales. En el caso de estudio IV el sentido de la he´lice del pin˜o´n es a
derechas y en el caso de estudio V el sentido de la he´lice del pin˜o´n es a izquierdas.
Los ejes se consideran articulados en sus apoyos A1, B1, A2 y B2. El pin˜o´n gira en el
sentido de las agujas del reloj (Z+) por el efecto de un par de torsio´n T aplicado en el
apoyo A1. La rotacio´n del conjunto esta´ fijada en el apoyo B2.
La posicio´n de montaje de los engranajes sobre los ejes se define mediante la distancia
zg. Cada uno de los casos de disen˜o mostrados en la tabla 6.11 se estudia utilizando
distintos casos de desalineacio´n de los engranajes, obtenidos variando la longitud de los
ejes, manteniendo la posicio´n relativa de montaje de los engranajes sobre ellos zg = 0.25L
constante. Las configuraciones seleccionadas se muestran en la tabla 6.12.
Los casos de estudio resultantes se han analizado y comparado utilizando el algoritmo
de contacto con refinamiento adaptativo y un modelo avanzado de elementos finitos de
la transmisio´n, cuyos detalles se exponen a continuacio´n.
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Tabla 6.12: Configuraciones de transmisio´n
Configuracio´n 1 2 3 4 5
L [mm] 100 125 150 175 200
zg [mm] 25.00 31.25 37.50 43.75 50.00
Tabla 6.13: Para´metros para la discretizacio´n de las geometr´ıas de contacto en ele-
mentos finitos
Magnitudes Pin˜o´n Rueda
Nodos en direccio´n longitudinal 75 75
Nodos en la parte inferior del anillo 2 2
Nodos en la parte superior del anillo 3 3
Nodos en el redondeo 8 8
Nodos en la direccio´n del perfil 58 57
Punto de posicionamiento 1.2 1.2
Modelo de elementos finitos de la transmisio´n
Los resultados obtenidos mediante la aplicacio´n del algoritmo descrito a los distintas
configuraciones de los casos de estudio descritos se han comparado con los obtenidos a
partir del ana´lisis de un me´todo avanzado de elementos finitos de la transmisio´n.
En este caso, el comportamiento de la transmisio´n bajo carga se ha estudiado utilizando
modelo de elementos finitos del tipo FEM2.1, descrito en el apartado 4.6. Se han
considerado 3 dientes en cada una de las geometr´ıas de contacto. La densidad de la
malla de las geometr´ıas de contacto viene determinada por los para´metros especificados
en la figura 4.6, a los que se les han asignado los valores mostrados en la tabla 6.13.
Como resultado, el modelo de elementos finitos consta de 304955 elementos y 263964
nodos.
La tabla 6.14 resume las condiciones de contorno aplicadas en los apoyos del modelo de
elementos finitos. En los nodos A1 y A2 se restringen todos los movimientos de traslacio´n,
mientras que en los nodos B1 y B2 u´nicamente se restringen aquellas translaciones en el
plano transversal al eje, dejando el movimiento axial libre. Los movimientos de rotacio´n
se dejan libres en todos los apoyos, excepto la rotacio´n θz del nodo B2, que restringe el
giro de la transmisio´n. De esta manera se simula que la transmisio´n esta´ montada sobre
rodamientos autoalineantes. El par se aplica directamente sobre el nodo A1.
Se ha estudiado una u´nica posicio´n de contacto, en la que el contacto sin carga de la
pareja de dientes central se produce en la circunferencia de paso, pues en esta posicio´n
toda la carga se transmite por esta pareja de dientes.
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Tabla 6.14: Condiciones de contorno aplicadas al modelo de elementos finitos
Node ux uy uz θx θy θz
A1 R R R L L L
B1 R R L L L L
A2 R R R L L L
B2 R R L L L R
(R=Restringido, L=Libre)
Datos del algoritmo de contacto
La discretizacio´n base aplicada a todos los casos estudiados consta de 5 quadtrees alin-
eados de 6.5 mm de lado, que se han dividido hasta llegar al nivel Lmin = 2, de manera
que en la primera iteracio´n del algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo cada
quadtree esta´ dividido en 16 elementos. Se ha especificado un valor objetivo de gradiente
ma´ximo entre elementos vecinos del ϕmax = 15%, y un nivel ma´ximo de refinamiento
Lmax = 6. Con estas condiciones, el a´rea mı´nima de los elementos no podra´ ser inferior
a 0.01mm2.
El valor de Ωmax se ha modificado para cada iteracio´n del algoritmo de acuerdo con el
valor obtenido mediante la ecuacio´n 6.40.
6.8 Resultados y discusio´n
A continuacio´n se exponen los resultados obtenidos de la aplicacio´n del algoritmo de con-
tacto para transmisiones por engranaje a los casos de estudio descritos en el apartado 6.7.
6.8.1 Desalineacio´n de los ejes de los engranajes
Las tablas 6.15, 6.16 y 6.17 muestran los resultados de desalineacio´n de los ejes para
los casos de estudio III, IV y V, respectivamente, segu´n las magnitudes consideradas en
el apartado 4.8.5. Los resultados obtenidos mediante el modelo de elementos finitos se
presentan como valores de referencia, mientras que los obtenidos mediante el algoritmo
de contacto se presentan como desviaciones relativas (εR).
Los valores de desalineacio´n calculados por el me´todo de los elementos finitos permanecen
pra´cticamente constantes en las distintas configuraciones de los casos III, IV y V. Las
diferencias que se originan se deben principalmente al efecto del momento generado por
la fuerza axial en engranajes helicoidales, que tiende a compensar o a magnificar la
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Tabla 6.15: Desalineacio´n en los ejes para el caso III calculadas mediante el modelo
de elementos finitos y diferencias relativas obtenidas mediante el algoritmo de contacto
∆γd (arc sec) ∆νd (arc sec) ∆xd (µm) ∆yd (µm)
Caso FEM2.1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR
III.1 43.2 -2.7% 14.4 -3.2% -8 -1.5% 3 -1.7%
III.2 72.0 -3.5% 25.2 -3.7% -15 -2.0% 7 -2.2%
III.3 108.0 -4.2% 39.6 -4.5% -27 -2.4% 10 -2.7%
III.4 147.6 -4.1% 54.0 -4.4% -44 -2.4% 16 -2.6%
III.5 194.4 -3.4% 72.0 -3.2% -68 -1.9% 25 -1.5%
Tabla 6.16: Desalineacio´n en los ejes para el caso IV calculadas mediante el modelo
de elementos finitos y diferencias relativas obtenidas mediante el algoritmo de contacto
∆γd (arc sec) ∆νd (arc sec) ∆xd (µm) ∆yd (µm)
Caso FEM1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR
IV.1 43.2 -1.5% 18.0 -0.6% -7 -0.8% 3 +0.2%
IV.2 68.4 -5.7% 28.8 -5.4% -15 -3.4% 6 -3.1%
IV.3 104.4 -5.2% 39.6 -5.0% -26 -3.1% 10 -2.9%
IV.4 144.0 -5.3% 57.6 -5.2% -43 -3.1% 17 -3.0%
IV.5 190.8 -4.7% 75.6 -4.4% -65 -2.7% 26 -2.4%
Tabla 6.17: Desalineacio´n en los ejes para el caso V calculadas mediante el modelo
de elementos finitos y diferencias relativas obtenidas mediante el algoritmo de contacto
∆γd (arc sec) ∆νd (arc sec) ∆xd (µm) ∆yd (µm)
Caso FEM1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR FEM2.1 εR
V.1 43.2 -0.9% 14.4 -0.4% -7 -0.4% 3 +0.1%
V.2 68.4 -4.7% 25.2 -4.2% -15 -2.8% 5 -2.2%
V.3 104.4 -5.4% 36.0 -6.5% -26 -3.2% 9 -4.1%
V.4 144.0 -5.4% 50.4 -5.4% -43 -3.2% 15 -3.0%
V.5 190.8 -4.8% 68.4 -5.3% -65 -2.8% 24 -3.1%
deformacio´n en el plano axial (∆νd). De esta forma y para las configuraciones resueltas,
cuando el sentido de la he´lice del pin˜o´n es a izquierdas (caso V), las desalineaciones en
el plano axial tienden a compensarse, mientras que cuando el sentido de la he´lice del
pin˜o´n es a derechas (caso IV), tienden a ser levemente superiores.
Se observa que las desviaciones relativas de los resultados obtenidos mediante el algo-
ritmo de contacto no exceden el 6%, y en general esta´n comprendidas entre el 2% y el
5%. Se puede apreciar como estas desviaciones mantienen principalmente un valor neg-
ativo, indicando que las deflexiones de los ejes calculadas por el algoritmo de contacto
son inferiores a las obtenidas a partir del modelo de elementos finitos. Estas diferencias
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Tabla 6.18: Resultados de presio´n de contacto ma´xima para el caso III obtenidos a




1 1059 MPa +0.1%
2 1128 MPa +1.4%
3 1212 MPa +3.0%
4 1301 MPa +5.7%
5 1393 MPa +8.4%
en las desalineaciones de los ejes se atribuyen a las desviaciones de las distribuciones de
carga, como se vera´ en el apartado 6.8.2.
6.8.2 Presio´n de contacto y distribucio´n de carga a lo largo del ancho
de cara del diente
La tabla 6.18 muestra los resultados de presio´n ma´xima de contacto obtenidos mediante
el modelo de elementos finitos y las desviaciones relativas de los resultados obtenidos
mediante el algoritmo de contacto para las diversas configuraciones del caso III. En la
primera columna de la tabla se muestran los resultados de presio´n ma´xima de contacto
obtenidos mediante el modelo de elementos finitos, que se han tomado como referencia.
En la segunda columna se muestran como diferencias relativas los resultados obtenidos
a partir del algoritmo de contacto. Se puede observar como para los casos estudiados las
desviaciones ma´ximas en cuanto a presio´n ma´xima de contacto no exceden el 9%. La
desviacio´n es generalmente positiva, indicando que las presiones de contacto calculadas
mediante el algoritmo de contacto son superiores a las obtenidas mediante el me´todo de
los elementos finitos.
En la figura 6.42 se muestran las huellas de contacto para los casos III.1, III.3 y III.5
obtenidas mediante el algoritmo de contacto propuesto y por el ana´lisis del modelo de
elementos finitos de la transmisio´n. El co´digo de color se ha modificado en consecuencia
con cada caso mostrado, correspondiendo el color rojo intenso con la presio´n de contacto
ma´xima obtenida por el algoritmo de contacto, y el color azul con la ausencia de presio´n
de contacto. En general se aprecia una buena correlacio´n entre las huellas de contacto
predichas por el algoritmo de contacto y por el ana´lisis del modelo de elementos finitos
de la transmisio´n. Los resultados obtenidos a partir del ana´lisis del modelo de elementos
finitos indican que en realidad la huella de contacto se extiende longitudinalmente en
mayor medida que en los resultados obtenidos mediante el algoritmo de contacto. Como
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se vera´ en el apartado 6.8.4, este efecto se debe a que en la resolucio´n del problema de
contacto mediante el algoritmo propuesto no se tiene en cuenta el efecto de la flexibilidad
del diente, que favorece una mejor distribucio´n longitudinal de las presiones de contacto.
Tambie´n se aprecia una mayor resolucio´n en la definicio´n de las distribuciones de presio´n
de contacto obtenidas por el algoritmo de contacto, justificada por el uso del algoritmo





Figura 6.42: Resultados de huella de contacto en el diente del pin˜o´n para (a y b) caso
III.1, (c y d) caso III.3 y (e y f) caso III.5
Por u´ltimo, en la figura 6.43 se muestra las funciones de intensidad de carga a lo largo
del ancho de cara del diente del pin˜o´n para los casos III.1, III.3 y III.5, obtenidas a
partir de los resultados del ana´lisis del modelo de elementos finitos de la transmisio´n
(utilizando el me´todo descrito en el apartado 4.8.2), y del algoritmo de contacto. En esta
imagen se aprecia como para los casos en los que la desalineacio´n es pequen˜a (caso III.1)
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ambas funciones de intensidad de carga son muy similares, y van divergiendo a medida
que la desalineacio´n aumenta. Se observa que a medida que crece la desalineacio´n entre
los engranajes, la longitud sobre la que se extiende la funcio´n de intensidad de carga
calculada a partir de los resultados del algoritmo de contacto se reduce, en comparacio´n
con la longitud de esta funcio´n calculada a partir de los resultados del modelo de ele-
mentos finitos. Puesto que la fuerza total transmitida por la pareja de dientes estudiada,
que corresponde al a´rea bajo la funcio´n de intensidad de carga, debe ser la misma en
ambos casos, este acortamiento de la longitud sobre la que se extiende la funcio´n de
intensidad de carga provoca que los valores ma´ximos de la funcio´n obtenida a partir de
los resultados del algoritmo de contacto se vean incrementados. Este hecho mantiene la
concordancia con los resultados de distribucio´n de presio´n de contacto mostrados en la
figura 6.42. Adema´s, estas diferencias repercuten sobre los resultados de desalineacio´n
en los ejes, pues se observa en los resultados del algoritmo de contacto que la carga tiende
a concentrarse en la parte del engranaje cercana al apoyo, y por tanto las desalineaciones
de los ejes provocadas por estas distribuciones de carga tendera´n a ser menores.
FEM2.1 Contact algorithm



































Figura 6.43: Funcio´n de intensidad de carga a lo largo del ancho de cara del diente
del pin˜o´n para (a) caso III.1, (b) caso III.3 y (c) caso III.5
Resultados similares se obtienen al estudiar engranajes cil´ındricos helicoidales (casos IV
y V). La tabla 6.19 muestra los resultados de presio´n ma´xima obtenidos mediante el
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Tabla 6.19: Resultados de presio´n de contacto ma´xima para los casos IV y V obtenidos
a partir del modelo de elementos finitos y desviaciones relativas obtenidas mediante el
algoritmo de contacto
Caso IV Caso V
Configuracio´n FEM2.1 εR FEM2.1 εR
1 1061 MPa -3.6% 982 MPa +4.8%
2 1118 MPa +5.1% 1013 MPa +12.0%
3 1164 MPa +8.2% 1061 MPa +13.6%
4 1212 MPa +11.4% 1136 MPa +16.6%
5 1293 MPa +15.1% 1207 MPa +19.3%
modelo de elementos finitos y las desviaciones relativas de los resultados del algoritmo de
contacto para las diversas configuraciones de los casos IV y V. En este caso, se mantiene
la tendencia de incremento de diferencia relativa a medida que aumenta la desalineacio´n
de los ejes, siendo mayores estas diferencias en el caso en el que el sentido de la he´lice
del pin˜o´n es a izquierdas (caso de estudio V).
En la figura 6.44 se muestran las huellas de contacto obtenidas a partir del ana´lisis de un
modelo de elementos finitos de la transmisio´n y a partir del algoritmo de contacto para
los casos IV.3 y V.3. Como ocurre en el caso de engranaje cil´ındrico recto mostrado en la
figura 6.43, las huella de contacto poseen un buen nivel de similitud, y se observa como
una vez ma´s, la huella obtenida mediante el modelo de elementos finitos se extiende
longitudinalmente en mayor medida que la obtenida mediante el algoritmo de contacto.
6.8.3 Convergencia del algoritmo
La tabla 6.20 muestra los incrementos de desalineacio´n obtenidos a trave´s de las itera-
ciones realizadas para resolver el caso III.3. En la segunda columna se muestran los
valores de desalineacio´n calculados asumiendo una distribucio´n uniforme de presiones a
lo largo del ancho de cara del engranaje. En las columnas siguientes, se muestran los
incrementos de desalineacio´n con respecto a iteraciones previas. Se puede comprobar
como, despue´s de tres iteraciones del algoritmo, el incremento de desalineacio´n es menor
del 0.5%. Este efecto se extiende a todos los casos estudiados, incluso a aquellos en los
que los valores de desalineacio´n son ma´s grandes.
En los casos estudiados anteriormente, los para´metros Lmax y ϕmax se han mantenido
constantes en todas las iteraciones realizadas por el algoritmo para resolver el problema
de contacto. En cambio, es posible variar los para´metros del algoritmo de refinamiento
adaptativo especificando valores distintos de Lmax y ϕmax en cada iteracio´n, con el fin
de mejorar la eficiencia del mismo. En la tabla 6.21 se muestran los incrementos de
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.44: Resultados de huella de contacto en el diente del pin˜o´n para (a y b) caso
IV.3 y (c y d) caso V.3
Tabla 6.20: Convergencia del algoritmo para el caso III.3 cuando Lmax se mantiene
constante
Magnitud Valor inicial Iter. 1 Iter. 2 Iter. 3
∆γd 118.8 arc sec -14.4% +2.2% -0.3%
∆νd 43.2 arc sec -14.5% +2.2% -0.3%
∆xd -29 µm -9.2% +1.3% -0.2%
∆yd 11 µm -9.3% +1.4% -0.2%
desalineacio´n a trave´s de las iteraciones realizadas para resolver el caso III.3. En este
caso, se ha utilizado un valor Lmax = 4 para las dos primeras iteraciones, y un valor
Lmax = 6 para la u´ltima iteracio´n del algoritmo. Se aprecia como con este criterio, la
convergencia del algoritmo se consigue tambie´n en tres iteraciones. El tiempo total de
ca´lculo se reduce en un 40%, mientras que los errores relativos cometidos con respecto
al modelo de elementos finitos tienen una variacio´n ma´xima inferior al 1% con respecto
al ca´lculo realizado manteniendo Lmax constante en todas las iteraciones. Esto se debe
a que la reduccio´n del nivel de discretizacio´n afecta principalmente a la distribucio´n de
presiones en el sentido del perfil del diente, pero no en el sentido longitudinal del diente,
que es la que afecta en mayor medida a las desalineaciones provocadas en los ejes. Por lo
tanto, es posible realizar las dos primeras iteraciones con un nivel bajo de discretizacio´n,
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Tabla 6.21: Convergencia del algoritmo para el caso III.3 cuando Lmax se var´ıa entre
iteraciones
Magnitud Valor inicial Iter. 1 Iter. 2 Iter. 3
∆γd 118.8 arc sec -14.1% +2.1% -0.6%
∆νd 43.2 arc sec -14.2% +2.1% -0.6%
∆xd -29 µm -9.1% +1.3% -0.3%
∆yd 11 µm -9.1% +1.3% -0.3%
y elevar este nivel en la u´ltima iteracio´n, con el fin de obtener buena precisio´n en el
resultado de presio´n de contacto.
6.8.4 Estudio de la influencia de la flexio´n del diente en los resultados
del problema contacto
Como se ha comentado con anterioridad, la aplicacio´n de este me´todo de resolucio´n del
problema de contacto esta´ sujeta al cumplimiento de una serie de hipo´tesis, como por
ejemplo, la necesidad de que los cuerpos en contacto se puedan aproximar a semiespacios
ela´sticos en las zonas cercanas al a´rea de contacto. Cuando estas hipo´tesis no se cumplen,
los resultados obtenidos mediante este me´todo de contacto pueden dejar de ser precisos,
y por tanto, las limitaciones del me´todo vienen impuestas por el cumplimiento de dichas
hipo´tesis.
En la aplicacio´n de este me´todo de resolucio´n del problema de contacto al estudio del
contacto entre dientes de engranajes, algunas de las hipo´tesis a las que esta´ sujeto el
me´todo no se cumplen. Los dientes de los engranajes tienen superficies libres cerca del
a´rea de contacto que hacen que el contacto no se pueda estudiar aproximando los so´lidos a
semiespacios ela´sticos. Esta limitacio´n se ha podido superar satisfactoriamente mediante
la superposicio´n de dos cuartos de espacio, como se ha detallado en el apartado 6.3.1.
Sin embargo, hay otras caracter´ısticas de los dientes de engranaje que no se tienen en
cuenta mediante el me´todo de contacto propuesto y que pueden afectar a la forma en la
que se produce el contacto, como por ejemplo, la flexibilidad de los dientes del engranaje.
Para cuantificar la influencia de la flexibilidad de los dientes de los engranajes en los
modelos propuestos, se ha elaborado un modelo de elementos finitos (FEM2.1MOD) en
el cual se minimiza el efecto de la flexio´n del diente (figura 6.45a), como se observa en
la distribucio´n de tensiones de von Mises mostrada en la figura 6.45b. De esta manera,
comparando los resultados obtenidos mediante este modelo con los obtenidos mediante
el modelo convencional, es posible estudiar el impacto de la flexio´n del diente en los
resultados de contacto.
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Figura 6.45: Estudio de la influencia de la flexio´n del diente en los resultados. (a)
Modelo de elementos finitos FEM2.1MOD y (b) distribucio´n de tensiones de von Mises
Tabla 6.22: Resultados de contacto para el caso III.3 cuando no se tiene en cuenta el
efecto de la flexio´n del diente
Magnitud FEM2.1MOD εR
pmax 1285 MPa -2.8%
∆γd 100.8 arc sec +0.1%
∆νd 36 arc sec +0.0%
∆xd −27 µm +0.3%
∆yd 10 µm +0.3%
La tabla 6.22 muestra los resultados de presio´n de contacto y desalineacio´n de los
ejes obtenidos para el caso III.3 obtenidos mediante el modelo de elementos finitos
FEM2.1MOD y las diferencias relativas de los resultados obtenidos a partir del al-
goritmo de contacto. Se puede apreciar como a medida que las geometr´ıas estudiadas
se acercan a las hipo´tesis del me´todo, los resultados obtenidos mediante el ana´lisis por
elementos finitos y el algoritmo de contacto tienden a converger.
La figura 6.46 muestra las distribuciones de carga a lo largo del diente para el caso III.3
obtenidas mediante el modelo de elementos finitos FEM2.1, el modelo de elementos
finitos FEM2.1MOD y por el algoritmo de contacto. Resulta evidente que las diferencias
que se observaban en la figura 6.43 se deben al efecto de la flexio´n del diente.
En engranajes helicoidales la flexio´n del diente tiene una mayor influencia sobre los
resultados de contacto. La tabla 6.23 muestra las diferencias relativas entre el algoritmo
de contacto y el modelo de elementos finitos FEM2.1MOD en el caso IV.3. De la
misma manera, las diferencias relativas se reducen de una manera ma´s sustancial que
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Figura 6.46: Estudio de la influencia de la flexio´n del diente en la distribucio´n de
carga sobre el diente del pin˜o´n en el caso 3c
Tabla 6.23: Resultados de contacto para el caso IV.3 cuando no se tiene en cuenta el
efecto de la flexio´n del diente
Magnitud FEM2.1MOD εR
pmax 1231 MPa +2.3%
∆γd 97.2 arc sec -1.4%
∆νd 39.6 arc sec -1.2%
∆xd −26 µm -0.6%
∆yd 10 µm -0.3%
en engranajes rectos, pues los resultados de contacto en engranajes helicoidales son ma´s
sensibles al efecto de la flexio´n que en dientes rectos.
6.9 Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha desarrollado un me´todo semianal´ıtico para dar solucio´n al prob-
lema de contacto en transmisiones de engranajes teniendo en cuenta la desalineacio´n
de los engranajes que se produce como consecuencia de la deformacio´n de los ejes bajo
carga. La idea fundamental del me´todo se basa en desacoplar la resolucio´n del problema
de contacto, del ca´lculo de la desalineacio´n de los engranajes.
En la primera parte del cap´ıtulo se ha descrito el me´todo semianal´ıtico utilizado para
resolver el problema de contacto entre dientes de engranajes. Este me´todo, conocido
como me´todo de los coeficientes de influencia, se basa en la discretizacio´n del dominio
del problema de contacto en un conjuno de n elementos de presio´n. Los coeficientes de
influencia relacionan la presio´n aplicada sobre cada uno de los elementos de presio´n ∆j
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con el desplazamiento que esta presio´n produce en el centroide del resto de elementos
de presio´n ∆i. La solucio´n al problema de contacto se otiene, en forma de distribucio´n
de presio´n, utilizando me´todos variacionales.
Los coeficientes de influencia utilizados para la aplicacio´n de este me´todo se han calcu-
lado anal´ıticamente mediante la superposicio´n de la solucio´n de Boussinesq para cargas
puntuales aplicadas en un semiespacio ela´stico. En este cap´ıtulo se han presentado los
me´todos anal´ıticos que permiten determinar los coeficientes de influencia asociados a
elementos de presio´n rectangulares y tria´ngulares.
La utilizacio´n de la relacio´n de Boussinesq para el ca´lculo de los coeficientes de influencia
implica la necesidad de que los so´lidos en contacto se puedan aproximar a semiespacios
ela´sticos en las zonas cercanas al a´rea de contacto. Esta premisa no siempre se cumple,
pues en ocasiones existen superficies libres cerca de las zonas de contacto, que pueden
tener cierta influencia sobre la forma en la que se distribuye la presio´n de contacto. En
esos casos, se ha propuesto aproximar los so´lidos de contacto mediante la superposicio´n
de cuartos de espacio ela´sticos, realizando ciertas modificaciones en el ca´lculo de los
coeficientes de influencia.
Puesto que el ca´lculo anal´ıtico de los coeficientes de influencia es una operacio´n cos-
tosa, se ha estudiado un me´todo para evaluar de forma aproximada los coeficientes de
influencia. La utilizacio´n de esta aproximacio´n puede conllevar reducciones del coste
computacional, pero por contra, suele llevar asociada una pe´rdida de la precisio´n. Por
este motivo, su utilizacio´n unicamente es recomendable cuando la magnitud del coefi-
ciente de influencia del elemento ∆j sobre el elemento ∆i es pequen˜a en comparacio´n con
el resto de coeficientes de influencia. Esta distincio´n se realiza mediante el para´metro
Ωj,i, que hace referencia a la relacio´n entre un radio equivalente correspondiente al a´rea
del elemento ∆j y la distancia entre los centroides de ∆j y ∆i. El para´metro Ωj,i se
compara con un para´metro Ωmax, definido arbitrariamente por el usuario del algoritmo,
y que gobernara´ la decisio´n de cua´ndo un coeficiente de influencia se debe determinar
de forma exacta, y cuando es posible determinarlo de forma aproximada.
Se ha propuesto un algoritmo computacional que recoge todos los pasos necesarios para
resolver el problema de contacto mediante este me´todo semianal´ıtico. En la imple-
mentacio´n del algoritmo se han contemplado las siguientes posibilidades:
(i) Discretizacio´n del dominio del problema de contacto en una malla uniforme de
elementos de presio´n rectangulares o triangulares.
(ii) Contemplar la existencia de superficies libres en los so´lidos que intervienen en el
contacto.
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(iii) Calculo de los coeficientes de influencia de forma exacta o evaluacio´n de forma
aproximada.
(iv) Resolucio´n del problema de contacto por principios variacionales, proporcionando
la distribucio´n de presio´n de contacto, el a´rea de contacto y la aproximacio´n entre
los cuerpos en contacto.
El algoritmo resultante se ha aplicado para resolver dos tipos distintos de problemas
de contacto: el contacto puntual entre una esfera y un plano, y el contacto lineal entre
un cil´ındro y un plano. A partir de los resultados obtenidos de estos ana´lisis es posible
extraer las siguientes conclusiones:
(i) El algoritmo es capaz de resolver el problema de contacto y determinar la dis-
tribucio´n de presio´n de contacto, el a´rea de contacto y la aproximacio´n entre los
so´lidos.
(ii) Los resultados obtenidos mediante el algoritmo de contacto tienen un buen nivel de
precisio´n cuando son comparados con los resultados obtenidos a partir de modelos
de referencia.
(iii) Resolver el problema de contacto utilizando una discretizacio´n de elementos de
presio´n rectangulares o triangulares ofrece resultados con un nivel similar de pre-
cisio´n. Sin embargo, la utilizacio´n de elementos de presio´n rectangulares supone
una ventaja en el coste computacional y por este motivo se ha decidido utilizarlos
en el resto de este trabajo.
(iv) El ca´lculo de coeficientes de influencia de forma aproximada permite reducir el
coste computacional del algoritmo, a cambio de una pe´rdida de precisio´n. Se ha
propuesto una estrategia para la seleccio´n de un valor o´ptimo del para´metro Ωmax.
(v) La precisio´n del algoritmo esta´ relacionada con el nu´mero de elementos de presio´n
que se consideran en el a´rea de contacto. Un mayor nu´mero de elementos de presio´n
conlleva un aumento de la precisio´n del algoritmo, pero por contra, repercute en un
incremento del coste computacional, que aumenta cuadra´ticamente con el nu´mero
de elementos considerados.
En base a estas conclusiones, y con la finalidad de reducir el coste computacional del
algoritmo de contacto, se ha propuesto una modificacio´n del algoritmo que incluye la
capacidad de realizar un refinamiento adaptativo de la malla de elementos de presio´n.
El refinamiento de la malla se realiza en base a dos criterios distintos:
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(i) La ma´xima tasa permitida de variacio´n de las presiones de contacto entre elementos
adyacentes, definida por el para´metro ϕmax.
(ii) El grado ma´ximo de refinamiento de malla, definido por el para´metro Lmax.
El funcionamiento de este nuevo algoritmo se ha probado con los mismos casos de estudio
definidos anteriormente, y con distintas configuraciones de los valores de ϕmax y Lmax.
Los resultados obtenidos permiten sacar las siguientes conclusiones:
(i) El algoritmo es capaz de predecir distribuciones de presio´n de contacto, taman˜o
de a´rea de contacto y la aproximacio´n entre los cuerpos con la misma precisio´n
que la aproximacio´n tradicional utilizando una malla uniforme.
(ii) La precisio´n con la que se calcula el area de contacto y la aproximacio´n entre los
cuerpos depende u´nicamente del para´metro Lmax.
(iii) La precisio´n del me´todo para calcular la presio´n ma´xima de contacto depende del
para´metro ϕmax.
(iv) El coste computacional de la resolucio´n del problema de contacto se ha reducido
considerablemente. En general, el tiempo consumido por el algoritmo para resolver
el problema de contacto se reduce hasta en un 90% comparado con una solucio´n
equivalente con malla uniforme.
Por u´ltimo, el algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo de la malla se ha
aplicado para resolver el problema de contacto en transmisiones por engranaje, teniendo
en cuenta la desalineacio´n natural de los ejes. El me´todo propuesto desacopla el problema
de contacto del problema de desalineacio´n de los ejes, y formula un algoritmo iterativo
que permite obtener soluciones precisas en un tiempo reducido, comparado con otros
me´todos de ana´lisis tensional.
Este nuevo me´todo se ha probado con distintos ejemplos nume´ricos, basados en una
transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos y helicoidales. Los resultados obtenidos
utilizando el algoritmo de contacto se han comparado con los obtenidos a partir de un
modelo avanzado de elementos finitos de la transmisio´n, y se han obtenido las diferencias
relativas ente los resultados de un me´todo y los del otro. Como fruto de esta comparacio´n
se pueden obtener las siguientes conclusiones:
(i) El me´todo propuesto es apropiado para determinar la distribuciones de presio´n de
contacto que se produce en una transmisio´n de engranajes cil´ındricos en condi-
ciones de trabajo. En los casos estudiados, las desviaciones relativas en las pre-
siones ma´ximas de contacto no exceden el 9% cuando se trata de transmisiones
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de engranajes cil´ındricos rectos. Estos errores se incrementan en transmisiones de
engranajes cil´ındricos helicoidales, llegando casi al 20%.
(ii) El me´todo es capaz de predecir las desalineaciones de los engranajes. En los
casos estudiados, la diferencia relativa ma´xima con respecto a las desalinaciones
calculadas a partir del modelo de elementos finitos no excede el 6%.
(iii) El me´todo tiene una convergencia ra´pida, que lo hace especialmente apropiado para
las etapas iniciales de disen˜o, cuando el tiempo computacional es muy valioso.
Cuando el grado de cumplimiento de las hipo´tesis a las que esta´ sujeto el me´todo es
elevado, los resultados obtenidos poseen un gran nivel de concordancia con los resultados
obtenidos mediante un modelo de elementos finitos, pero con una reduccio´n sustancial
de los tiempos de ca´lculo. Esto hace que el me´todo sea comparable al me´todo de los
elementos finitos en cuanto a precisio´n, pero con el coste computacional propio de los
me´todos semianal´ıticos.
Los resultados de este cap´ıtulo se incluyen en la referencia [190].

Cap´ıtulo 7
Modificaciones en las geometr´ıas
de los engranajes cil´ındricos
rectos para compensar las
deformaciones de los ejes
7.1 Introduccio´n
Las modificacio´n de las superficies de contacto de los dientes de las ruedas dentadas puede
ser un buen recurso para optimizar algunas de las caracter´ısticas de una transmisio´n
de engranajes. A lo largo de los an˜os, han sido muchos los investigadores que han
centrado sus esfuerzos en proponer modificaciones en las geometr´ıas de los dientes de los
engranajes con el fin de mejorar su capacidad de carga y sus condiciones de engrane.
Harris [129] fue el primer autor en proponer modificaciones en los perfiles de evolvente de
los engranajes. Estas modificaciones consit´ıan en la eliminacio´n de un poco de material
de los bordes de las superficies de contacto de los engranajes, cuyo fin era minimizar los
errores de transmisio´n bajo carga. Este mismo principio se ha aplicado en muchas otras
contribuciones [131–135], todas ellas enfocadas a obtener transmisiones silenciosas y con
niveles bajos de vibracio´n.
La sustitucio´n de los perfiles convencionales de evolvente por otros tipos de perfiles
ha sido otro campo en el que se ha investigado intensivamente. Wildhaber [136] pro-
puso la utilizacio´n de perfiles circulares para la generacio´n de las cremalleras de corte.
Novikov [191] propuso desplazar estos perfiles circulares con respecto a su posicio´n teo´rica
con el fin de optimizar la posicio´n de la huella de contacto dentro del engranaje, y de esta
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forma evitar indeseables contactos en los bordes de las superficies de los engranajes. Con
la misma finalidad, Litvin [192] propuso la modificacio´n de la superficie de contacto de
los dientes del pin˜o´n, utilizando perfiles parabo´licos en las cremalleras de corte en lugar
de perfiles rectos. La utilizacio´n de estas te´cnicas permite reducir la sensibilidad de las
transmisiones a los posibles errores de alineacio´n, pero como contrapartida, incrementan
las tensiones de flexio´n y de contacto, de manera que para un mismo nivel de carga, la
vida u´til de la transmisio´n se reduce, y se acentu´an los errores de transmisio´n.
Otro tipo de modificacio´n, consistente en el doble abombamiento de las superficies de
contacto del diente del pin˜o´n, fue propuesta por Litvin [58]. Mediante este tipo de
modificacio´n se puede optimizar la posicio´n de la huella de contacto, as´ı como predisen˜ar
la funcio´n parabo´lica de errores de transmisio´n en ausencia de carga, y de esta forma
controlar la funcio´n de transferencia de carga. En trabajos posteriores, Litvin [193]
obtuvo soluciones de compromiso, en las que se combinaba un perfil recto para la mayor
parte de la superficie de corte de la cremallera, rodeada por perfiles parabo´licos situados
en los bordes de las superficies de corte de la herramienta.
Se han hecho muchas otras contribuciones sobre la modificacio´n de las superficies de los
engranajes. Esto se debe a que, tal y como explica Hohn [194], existen varias soluciones
va´lidas en la definicio´n de la topolog´ıa del diente de engranaje, pues depende del criterio
de disen˜o que se desee optimizar en cada caso (incremento de la capacidad de carga,
disminucio´n de la vibracio´n y ruido, aumento de la eficacia, etc.).
La deslocalizacio´n de la huella de contacto se puede producir por diversos factores. Sin
embargo, uno de los principales motivos por los que se produce este feno´meno es por la
deformacio´n bajo carga de los ejes que soportan a los engranajes, especialmente cuando
dichos engranajes se instalan en las zonas ma´s alejadas del plano medio de los ejes. La
deformacio´n de los ejes contribuye a la desalineacio´n del engrane, que provoca que la
huella de contacto se desplace hac´ıa los bordes de las superficies del engranaje, y como
consecuencia, se incrementen las tensiones ma´ximas de contacto y de flexio´n.
En este cap´ıtulo se tendra´n en cuenta las deformaciones en los ejes de los engranajes, que
se pueden predecir con los distintos modelos propuestos en este trabajo, y se determinara´
una superficie para el diente del pin˜o´n que sea capaz de proporcionar, para la carga de
trabajo, una accio´n pra´cticamente conjugada con la superficie de los dientes de la rueda.
Esta idea permitira´ obtener una distribucio´n uniforme de carga cuando la transmisio´n
trabaje a su par nominal. Sin embargo, esta modificacio´n en la superficie del pin˜o´n
u´nicamente es va´lida cuando la transmisio´n esta´ sometida a cierto par, de manera que el
contacto se deslocalizara´ si el par transmitido es distinto al par para el que se ha disen˜ado.
No obstante, cuando el par aplicado sea inferior al par de disen˜o, las presiones ma´ximas
de contacto sera´n inferiores y no provocara´n el fallo prematuro de la transmisio´n.
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Tambie´n se propondra´n otras modificaciones de la superficie del diente del pin˜o´n que
permitan reducir la sensibilidad de la transmisio´n frente a errores de transmisio´n. Estas
modificaciones se podra´n completar con otras que permitan la compensacio´n de errores
de fabricacio´n y montaje de los engranajes. El funcionamiento de las modificaciones
propuestas se ilustrara´ con ejemplos nume´ricos.
7.2 Generacio´n de engranajes cil´ındricos rectos con ge-
ometr´ıa esta´ndar
Como describle Jelaska [2], la fabricacio´n de un engranaje se puede dividir en tres fases
principales:
(i) Generacio´n de las geometr´ıas de engrane.
(ii) Aplicacio´n del tratamiento te´rmico.
(iii) Acabado.
En la primera fase, se consiguen las geometr´ıas ba´sicas de los engranajes. En la segunda
fase se aplican tratamientos te´rmicos cuya finalidad es mejorar las propiedades de los
materiales que conforman los engranajes. En la u´ltima fase, se aplican operaciones de
acabado que permiten conseguir superficies de mejor calidad, as´ı como modificaciones
en la geometr´ıa de los dientes.
Existen distintos me´todos en la industria que permiten generar la geometr´ıa de los en-
granajes cil´ındricos rectos. Algunos de estos me´todos se basan en procesos de fundicio´n,
pulvimetalurgia, prensado, extrusio´n, y otros me´todos similares. No obstante, la mayor´ıa
de engranajes meta´licos fabricados para soportar grandes cargas se obtienen por procesos
de mecanizado, en los que una herramienta de corte genera la geometr´ıa del engranaje
sobre una pieza de trabajo.
Entre estos procesos de mecanizado, uno de los ma´s extendidos en la industria es el
me´todo Maag. Para entender los fundamentos de este me´todo de generacio´n, considere
el sistema mostrado en la figura 7.1, en el que:
(i) Uno de los engranajes, en lugar de tener flancos convencionales, posee aristas de
corte con la forma de la evolvente. En el caso del me´todo de Maag, este engranaje
posee un dia´metro primitivo infinito, y se denomina cremallera de corte.
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Figura 7.1: Me´todos de Maag.
(ii) El otro engranaje todav´ıa no tiene los dientes formados, siendo una pieza de trabajo
con la forma de un disco cil´ındrico. El dia´metro exterior de este disco es igual al
dia´metro del c´ırculo de cabeza del engranaje que se desea generar.
(iii) Ambos elementos (cremallera de corte y pieza de trabajo) se instalan en una
ma´quina herramienta que impone movimientos de avance equivalentes a los de
dos engranajes conjugados, de acuerdo con la ley fundamental del engrane.
(iv) La ma´quina herramienta permite dos movimientos adicionales para la cremallera
de corte:
(iv.a) Un movimiento de corte en la direccio´n del eje del engranaje, que hace que
la cremallera de corte genere una porcio´n del flanco.
(iv.b) Un movimiento de retroceso, que devuelve a la cremallera de corte a la
posicio´n inicial despue´s de haber realizado el corte.
Bajo las condiciones descritas anteriormente, la cremallera de corte, fijada a una deslizadera
vertical, se mueve alternativamente arriba y abajo, en un movimiento paralelo al perfil
del diente que se genera sobre la pieza de trabajo. Cuando se mueve hacia abajo, corta
la pieza de trabajo, y en el movimiento alternante hacia arriba, se separa de la pieza
para volver a la posicio´n inicial. La distancia entre la cremallera de corte y la pieza se
reduce progresivamente hasta que se consigue la geometr´ıa del engranaje deseado.
Despue´s de cada movimiento de corte, durante el movimiento de retroceso, la cremallera
de corte se mueve tangencialmente con respecto a la pieza de trabajo. Este movimiento
tangencial esta´ sincronizado con un movimiento de giro de la pieza de trabajo, que simula
el proceso de engrane y situ´a nuevo material enfrente de la cremallera de corte para el
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siguiente movimiento de corte. De esta forma, se genera la geometr´ıa de un engranaje
cil´ındrico recto.
En la figura 7.2 se muestra una seccio´n t´ıpica de una cremallera de corte para la gen-
eracio´n de perfiles de evolvente. Como se ha comentado anteriormente, la cremallera
de corte es un engranaje cil´ındrico recto con un dia´metro primitivo infinito, que hace
que la circunferencia de paso se convierta en una l´ınea de paso. El perfil de los flancos
de la cremallera de corte forman una l´ınea recta, inclinada un a´ngulo α con respecto a
una l´ınea perpendicular a la l´ınea de paso, correspondiente al a´ngulo de presio´n de la
transmisio´n. La posicio´n de la l´ınea de paso con respecto a la cremallera de corte es tal,
que los segmentos que define en su interseccio´n con los perfiles de los flancos tienen la
misma longitud cuando corresponden a espacios entre dientes que cuando corresponden
al espesor del diente. El mo´dulo de la transmisio´n (m) corresponde a la distancia entre














Figura 7.2: Perfil de la herramienta de corte
La distancia entre la base del hueco entre dientes de la cremallera de corte y la l´ınea
de paso se denomina adendo (haP ), y la distancia entre la l´ınea de paso y el plano que
define la cabeza de los dientes se denomina dedendo (hfP ). La distancia de dedendo
incluye la holgura (cP ), que corresponde a la distancia que quedar´ıa entre la base de la
cremallera de corte y la parte superior de una cremallera generada con ella. Por u´ltimo,
existe un radio de acuerdo en la cabeza de los dientes (ρfP ), que generara´ el radio de
entalle de los engranajes.
En su afa´n de estandarizacio´n, las principales organizaciones de estandarizacio´n, como la
AGMA e ISO, proporcionan unos valores esta´ndar para la definicio´n de los para´metros
de la cremallera de corte, que permiten estandarizar la forma de los dientes generados
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Tabla 7.1: Para´metros que definen la geometr´ıa de la herramienta de corte
Magnitudes Tipo A Tipo B Tipo C Tipo D
α (deg) 20 20 20 20
haP (mm) 1 ·m 1 ·m 1 ·m 1 ·m
hfP (mm) 1.25 ·m 1.25 ·m 1.25 ·m 1.4 ·m
ρfP (mm) 0.38 ·m 0.3 ·m 0.25 ·m 0.39 ·m
cP (mm) 0.25 ·m 0.25 ·m 0.25 ·m 0.4 ·m
con ellos, dando lugar a las cremalleras ba´sicas de corte. De esta manera, la norma ISO-
53 [162] propone cuatro tipos de perfiles para las cremalleras ba´sicas de corte, cuyos
para´metros se muestran en la tabla 7.1.
7.3 Generacio´n de los engranajes con geometr´ıa compen-
sada
En el apartado anterior se ha descrito la generacio´n de las geometr´ıas de los engrana-
jes cil´ındricos rectos mediante el me´todo Maag. En la configuracio´n esta´ndar de este
me´todo, los flancos de la cremallera de corte esta´n perfectamente alineados con el eje de
giro del engranaje generado, como se muestra en la figura 7.3a.
No obstante, la cremallera de corte se puede instalar en una posicio´n desalineada, te-
niendo en cuenta las magnitudes angulares de desalineacio´n ∆γs y ∆νs que se muestran
en las figuras 7.3b y 7.3c, respectivamente. En estas figuras, el sistema de coordenadas
Sm es un sistema de coordenadas auxiliar fijo, cuyo eje zm es paralelo al eje de giro
del engranaje, y el eje ym corta a este mismo eje de giro. El sistema S
′
c es un sistema
de coordenadas solidario a la cremallera de corte, que cuando e´sta esta´ instalada en su
configuracio´n esta´ndar, es coincidente con Sm.
La cremallera de corte tambie´n se puede configurar con los valores de desplazamiento
∆xs, ∆ys y ∆zs, como se muestra en la figura 7.3d. Como consecuencia de utilizar una
de estas configuraciones para la cremallera de corte se obtiene una superficie del diente
del pin˜o´n compensada.
El propo´sito de la generacio´n del pin˜o´n utilizando una cremallera de corte con una
configuracio´n desalineada es tener la capacidad de obtener una superficie de contacto
del pin˜o´n que, cuando la rueda tenga una posicio´n desalineada con respecto al pin˜o´n
debido a las deformaciones de sus respectivos ejes bajo carga, la accio´n entre ambas
ruedas dentadas sea conjugada.
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Figura 7.3: Posicio´n de la cremallera de corte en (a) posicio´n esta´ndar, (b) posicio´n
con ∆γs, (c) posicio´n con ∆νs y (d) con cremallera de corte desplazada
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Para un nivel de carga dado, las desalineaciones de la rueda con respecto al pin˜o´n (∆γd,
∆νd, ∆xd, ∆yd y ∆zd) se pueden obtener, por ejemplo, a partir del ana´lisis de un modelo
de elementos finitos, como se explica en el apartado 4.8.5. Estos valores de desalineacio´n
se considerara´n para configurar la posicio´n desalineada de la cremallera de corte para la
generacio´n del pin˜o´n, de manera que:
∆γs = ∆γd (7.1a)
∆νs = ∆νd (7.1b)
∆xs = ∆xd (7.1c)
∆ys = ∆yd (7.1d)
∆zs = ∆zd (7.1e)
De esta manera, los dientes de la cremallera de corte esta´n en la misma posicio´n relativa
con respecto al pin˜o´n que la rueda desalineada.
Adicionalmente, la superficie del diente del pin˜o´n se puede generar con una cremallera
cuyo perfil de corte este´ modificado. En ese caso, las superficies de los dientes del pin˜o´n
se pueden modificar mediante dos acciones:
(i) La instalacio´n desalineada de la cremallera de corte para obtener una geometr´ıa
compensada.
(ii) La utilizacio´n de perfiles modificados de la cremallera de corte, para obtener una
geometr´ıa modificada.
Mientras que las ma´quinas modernas de fabricacio´n de engranajes permiten libertad
en la instalacio´n de la herramienta de corte sin costes adicionales de fabricacio´n, la
aplicacio´n de estos perfiles modificados de la herramienta de corte puede conllevar costes
adicionales.
La figura 7.4 muestra dos ejemplos de definicio´n de un perfil modificado en la seccio´n
normal de la cremallera de corte. La figura 7.4a muestra la definicio´n de un perfil
parabo´lico para la cremallera de corte, segu´n se describe en la referencia [192]. La
para´bola se define por el coeficiente de para´bola (ap) y por el para´metro del perfil
(uo), que situ´a el a´pice de la para´bola con respecto a la l´ınea de paso. La coordenada
parame´trica del perfil (u) se mide a lo largo del perfil recto de referencia, mientras que
la coordenada parame´trica (v) no se muestra en la figura 7.4a.
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Figura 7.4: Definicio´n de los perfiles modificados de la cremallera de corte con (a)
ambombamiento parabo´lico del perfil y (b) acuerdos parabo´licos en las partes superior
e inferior del perfil
Por otra parte, la figura 7.4b muestra otro tipo de perfil modificado de cremallera de
corte, que se basa en un perfil recto con acuerdos parabo´licos en las partes superior e
inferior [193]. Se consideran los coeficientes de para´bola apb y apt para la definicio´n de
las para´bolas en las partes superior e inferior del perfil, respectivamente. Los a´pices de
la para´bola se situ´an mediante las magnitudes uot y uob o, de forma alternativa, por las
distancias ht y hb.
7.4 Ejemplos nume´ricos
En este apartado se ilustra el funcionamiento de las modificaciones propuestas sobre una
transmisio´n de engranajes cil´ındros rectos basada en el modelo f´ısico de la figura 1.13.
Los datos de disen˜o de la transmisio´n investigada se muestran en la tabla 7.2. Los
engranajes se instalan en una posicio´n que no coincide con el plano medio entre los
apoyos, con el fin de que las deformaciones producidas en los ejes de los engranajes
al transmitir potencia produzcan un patro´n de contacto defectuoso. El pin˜o´n gira en
sentido Z+ por la accio´n de un par torsor (T ), que se aplica sobre el punto A1.
La investigacio´n se ha realizado mediante el ana´lisis del modelo de elementos finitos
FEM2.1 de la transmisio´n, descrito en el apartado 4.6. En este caso se han considerado
5 dientes en cada una de las geometr´ıas de contacto de los engranajes, con el fin de poder
estudiar de forma precisa los errores de transmisio´n en dos ciclos de engrane. La densidad
de la malla de elementos finitos de las geometr´ıas de contacto viene determinada por
los para´metros especificados en la figura 4.6, a los que se les han asignado los valores
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Tabla 7.2: Datos de disen˜o para los casos de estudio
Magnitudes Valores
Mo´dulo normal, m [mm] 3
A´ngulo de presio´n normal, α [grados] 20
Nu´mero de dientes del pin˜o´n, z1 34
Nu´mero de dientes de la rueda, z2 57
Ancho de cara, b = b1 = b2 [mm] 25
Dia´metro del eje del pin˜o´n, dsh1 [mm] 30
Dia´metro del eje de la rueda, dsh2 [mm] 35
Par nominal aplicado, T [Nm] 290
Distancia entre apoyos, L [mm] 140
Posicio´n de montaje de los engranajes, zg [mm] 40
Tabla 7.3: Para´metros para la discretizacio´n de las geometr´ıas de contacto en ele-
mentos finitos
Magnitudes Pin˜o´n Rueda
Nodos en direccio´n longitudinal 58 53
Nodos en la parte inferior del anillo 1 1
Nodos en la parte superior del anillo 1 1
Nodos en el redondeo 4 4
Nodos en la direccio´n del perfil 33 28
Punto de posicionamiento 1.2 1.2
mostrados en la tabla 7.3. Como resultado, el modelo de elementos finitos consta de
94211 elementos y 121523 nodos.
Las condiciones de contorno aplicadas en los apoyos del modelo de elementos finitos se
resumen en la tabla 7.4. En los nodos A1 y A2 se han restringido todos los movimientos
de traslacio´n, mientras que en los nodos B1 y B2 u´nicamente se han restringido aque-
llas traslaciones en el plano transversal al eje, dejando el movimiento axial libre. Los
movimientos de rotacio´n se dejan libres en todos los apoyos, excepto la rotacio´n θz del
nodo B2, que restringe el giro de la transmisio´n. De esta manera se simula que la trans-
misio´n esta´ montada sobre rodamientos autoalineantes. El par se aplica directamente
sobre el nodo A1.
En el estudio se han considerado dos ciclos completos de engrane, correspondientes a
una rotacio´n del pin˜o´n sobre su eje de magnitud θ, cuyo valor se define mediante la
ecuacio´n 4.10. Se han considerado 21 posiciones de ana´lisis, uniformemente espaciadas
a lo largo de los dos ciclos de engrane. La primera posicio´n de estudio (i = 1) viene
determinada por la posicio´n φini del pin˜o´n, como se muestra en la figura 4.13. La u´ltima
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Tabla 7.4: Condiciones de contorno aplicadas al modelo de elementos finitos
Nodo ux uy uz θx θy θz
A1 R R R L L L
B1 R R L L L L
A2 R R R L L L
B2 R R L L L R
(R=Restringido, L=Libre)
Tabla 7.5: Datos de disen˜o para los casos de estudio
Magnitudes Valores ma´ximos Valores mı´nimos Valores medios
∆γd [arc sec] 87.358 83.974 84.784
∆νd [arc sec] 31.759 30.380 30.766
∆xd [µm] -26.187 -25.650 -25.776
∆yd [µm] 9.536 9.311 9.378
∆zd [µm] 0 0 0
posicio´n de estudio (i = 21) viene determinada por la posicio´n φfin del pin˜o´n. En la
posicio´n central (i = 11) la pareja de dientes T (0) contacta en la l´ınea de paso.
Las desalineaciones de la rueda sobre el pin˜o´n se obtienen mediante el procedimiento
propuesto en el apartado 4.8.5, a partir de los resultados del ana´lisis del modelo de
elementos finitos. En este ana´lisis se ha considerado la geometr´ıa esta´ndar del pin˜o´n
(Σs) y una carga de disen˜o de T = 290 N · m. La determinacio´n de la geometr´ıa
esta´ndar se ha realizado teniendo en cuenta una herramienta de corte con perfiles rectos
instalada con una configuracio´n esta´ndar. Entre los resultados de desalineacio´n de los
engranajes obtenidos del ana´lisis de las 21 posiciones de contacto, se consideran los
valores ma´ximos, mı´nimos y medios, mostrados en la tabla 7.5.
Las desalineaciones mostradas en la tabla 7.5 han sido consideradas como para´metros de
instalacio´n de la cremallera de corte para obtener varias geometr´ıas compensadas para
el pin˜o´n. Para la generacio´n de estas geometr´ıas se ha considerado una herramienta con
perfiles de corte rectos. Como resultado, se han obtenidos cinco tipos de geometr´ıas:
(i) La geometr´ıa Σc1 se ha generado considerando los valores medios de desalineacio´n
mostrados en la tabla 7.5.
(ii) La geometr´ıa Σc2 se ha generado considerando los valores ma´ximos de desalineacio´n
mostrados en la tabla 7.5.
(iii) La geometr´ıa Σc3 se ha generado considerando los valores mı´nimos de desalineacio´n
mostrados en la tabla 7.5.
Cap´ıtulo 7. Modificaciones en las geometr´ıas de los engranajes cil´ındricos rectos para
compensar las deformaciones de los ejes 286
(iv) La geometr´ıa Σc4 se ha generado considerando el valor medio de ∆νd mostrado en
la tabla 7.5.
(v) La geometr´ıa Σc5 se ha generado considerando el valor medio de ∆γd mostrado en
la tabla 7.5.
7.5 Resultados y discusio´n
La figura 7.5 muestra la formacio´n del contacto en el diente del pin˜o´n en la posicio´n
i = 11, para las geometr´ıas Σs y Σc1, cuando la transmisio´n se encuentra bajo la carga
para la que ha sido disen˜ada (T = 290 N ·m). La figura 7.5a muestra que cuando se
considera la geometr´ıa esta´ndar (Σs) el contacto se distribuye de manera no uniforme a
lo largo del ancho de cara del diente, desplaza´ndose hac´ıa la cara frontal del pin˜o´n. Sin
embargo, cuando se considera la geometr´ıa compensada Σc1 (figura 7.5b), el contacto se
distribuye de manera uniforme a lo largo del ancho de cara del diente, proporcionando
para esta posicio´n de contacto una reduccio´n de las tensiones de von Mises de contacto
cercana al 8.85% y una reduccio´n de las tensiones de von Mises de flexio´n cercana al
26.5%.
S, Mises ( )MPa
+50+100+150+200+250+300+350+400+450+500+550+600
(a) (b)
Máx. : 141 MPatensión de flexión
Máx. : 484 MPatensión de contacto
Máx. : 189 MPatensión de flexión
Máx. : 531 MPatensión de contacto
Figura 7.5: Formacio´n del contacto y tensiones ma´ximas de contacto y de flexio´n en
la posicio´n i = 11 para (a) la geometr´ıa esta´ndar Σs y (b) la geometr´ıa compensada
Σc1
La geometr´ıa esta´ndar y las geometr´ıas compensadas mencionadas anteriormente se
comparan mediante las funciones de intensidad de carga, obtenidas para la posicio´n de
contacto i = 11. La figura 7.6 muestra las funciones de intensidad de carga, obtenidas a
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partir del ana´lisis de los modelos de elementos finitos de las geometr´ıas Σs, Σc1, Σc2 y
Σc3 utilizando el procedimiento descrito en el apartado 4.8.2. La funcio´n de intensidad
de carga proporcionada por la geometr´ıa Σs muestra un incremento importante de la
intensidad de carga, que se produce debido a la desalineacio´n del engrane provocada por
las deformaciones de los ejes. Sin embargo, la funcio´n de intensidad de carga obtenida
de la geometr´ıa Σc1 muestra una distribucio´n uniforme de la intensidad de carga. La
figura 7.6 tambie´n muestra que las funciones de distribucio´n de carga obtenidas a partir
de las geometr´ıas Σc1, Σc2 y Σc3 son muy similares entre ellas.
Σs Σc1 Σc2 Σc3











Figura 7.6: Funciones de intensidad de carga para la geometr´ıa esta´ndar (Σs) y las
geometr´ıas compensadas (Σc1,Σc2,Σc3) en la posicio´n de contacto 11
La figura 7.7 muestra las funciones de intensidad de carga, obtenidas a partir del ana´lisis
de los modelos de elementos finitos de las geometr´ıas Σs, Σc1, Σc4 y Σc5. En este caso
se puede observar que la contribucio´n principal para obtener una distribucio´n uniforme
de la intensidad de carga y compensar el efecto de la deflexio´n de los ejes se debe a
la magnitud ∆γd, puesto que la funcio´n de intensidad de carga obtenida a partir de la
geometr´ıa Σc5 es muy parecida a la proporcionada por Σc1. Sin embargo, la funcio´n de
intensidad de carga obtenida a partir de la geometr´ıa Σc4 es muy parecida a la que se
obtiene a partir de la funcio´n Σs, mostrando una influencia menor de la magnitud ∆νd
en la compensacio´n de las deflexiones de los ejes.
Por lo que refiere al comportamiento de las geometr´ıas Σs y Σc1 cuando la carga de
trabajo es distinta de la carga de disen˜o (para la que se obtiene la geometr´ıa compen-
sada), la figura 7.8 muestra las funciones de intensidad de carga para ambas geometr´ıas
y distintos valores del par aplicado, que var´ıan desde 0.1T hasta 1.0T . Los resultados
muestran que para un nivel bajo de carga, la intensidad de carga se distribuye mejor
en la geometr´ıa esta´ndar Σs que en la geometr´ıa compensada Σc1. Sin embargo, y tal
como se esperaba, la intensidad de carga se distribuye de forma ma´s uniforme a medida
que se incrementa la carga, hasta llegar a la carga de disen˜o de la geometr´ıa Σc1. Este
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Σs Σc1 Σc4 Σc5











Figura 7.7: Funciones de intensidad de carga para la geometr´ıa esta´ndar (Σs) y las
geometr´ıas compensadas (Σc1,Σc4,Σc5) en la posicio´n de contacto 11
hecho no repercute en efectos negativos, pues cuando el nivel de carga es inferior al de
disen˜o, las tensiones a las que esta´ sometida la transmisio´n son tambie´n inferiores.
1.00T 0.75T 0.50T 0.25T























Figura 7.8: Funciones de intensidad de carga en la posicio´n de contacto 11 para dis-
tintos niveles de par en la (a) geometr´ıa esta´ndar Σs y (b) en la geometr´ıa compensada
Σc1
Con respecto a los resultados de engrane, la geometr´ıa esta´ndar y la geometr´ıa compen-
sada Σc1 ofrecen una funcio´n nula de error de transmisio´n en ausencia de carga debido
a la accio´n conjugada de las superficies cuando no se aplica carga. Por lo tanto, la
funcio´n de error de transmisio´n total sera´ igual a la funcio´n de error de transmisio´n bajo
carga. La figura 7.9 muestra la funcio´n de error de transmisio´n de las geometr´ıas Σs y
Σc1 a lo largo de los dos ciclos de engrane considerados, obtenida mediante el proced-
imiento descrito en el apartado 4.8.1. El valor del error de transmisio´n pico a pico es
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cercano a 14.08 arc sec para la geometr´ıa esta´ndar Σs y 12.94 arc sec para la geometr´ıa
compensada Σc1.
Σs Σc1













Figura 7.9: Funciones de error de transmisio´n para la geometr´ıa esta´ndar Σs y la
geometr´ıa compensada Σc1
Se han generado diversas geometr´ıas compensadas modificadas para investigar el efecto
del predisen˜o de la funcio´n de error de transmisio´n en ausencia de carga en la reduccio´n
del error de transmisio´n pico a pico. Las tablas 7.6 y 7.7 muestran los para´metros
principales de disen˜o de las geometr´ıas compensadas modificadas. Las tres geometr´ıas
compensadas modificadas, cuyos para´metros se muestran en la tabla 7.6, esta´n basadas
en el abombamiento completo de las superficies de los dientes del pin˜o´n, obtenidos a par-
tir de una cremallera de corte con perfil parabo´lico (figura 7.4a). Las ocho geometr´ıas
compensadas modificadas restantes, cuyos para´metros se muestran en la tabla 7.7, se
basan en un abombamiento parcial de la superficie del diente del pin˜o´n, obtenido medi-
ante una cremallera de corte con perfil recto y redondeos parabo´licos en la parte inferior
y superior del perfil (figura 7.4b).





i ) y total (∆φi) para las geometr´ıas Σc1m1, Σc1m2 y Σc1m3. El error de
transmisio´n pico a pico de menor magnitud se consigue con la geometr´ıa Σc1m2, lo que
indica que esta geometr´ıa es la mejor solucio´n de las tres consideradas.
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Tabla 7.7: Geometr´ıas compensadas modificadas aplicando un abombado parcial uti-
lizando redondeos parabo´licos
Geometr´ıa apt (mm
−1) ht (m) apb (mm−1) hb (m)
Σc1m4 0.005 2.5 0.005 2.5
Σc1m5 0.010 2.5 0.010 2.5
Σc1m6 0.015 2.5 0.015 2.5
Σc1m7 0.020 2.5 0.020 2.5
Σc1m8 0.004 3.0 0.004 3.0
Σc1m9 0.008 3.0 0.008 3.0
Σc1m10 0.012 3.0 0.012 3.0
Σc1m11 0.016 3.0 0.016 3.0
La figura 7.11 muestra las funciones de error de transmisio´n de las geometr´ıas Σc1m4,
Σc1m5, Σc1m6 y Σc1m7, en las que ht = hb = 2.5 mm (ver figura 7.4a). La figura 7.11a
ilustra como el valor pico a pico del error de transmisio´n en ausencia de carga se incre-
menta a medida que se incrementa el coeficiente de para´bola, mientras que la figura 7.11b
muestra que el valor pico a pico del error de transmisio´n bajo carga se reduce con el
incremento del coeficiente de para´bola, en parte, por la reduccio´n de la razo´n de con-
tacto que se produce. Por u´ltimo, la figura 7.11c muestra que el valor mı´nimo del error
de transmisio´n total de todas las geometr´ıas consideradas se obtiene con la geometr´ıa
Σc1m5.
Resultados similares se pueden observar en la figura 7.12 para las geometr´ıas compen-
sadas Σc1m8, Σc1m9, Σc1m10 y Σc1m11, en las que ht = hb = 3.0 mm. De las cuatro
geometr´ıas consideradas, el valor mı´nimo pico a pico del error de transmisio´n se con-
sigue con la geometr´ıa Σc1m9.
Por lo que refiere a los resultados tensionales, es importante remarcar que esta investi-
gacio´n se ha llevado a cabo a lo largo de dos ciclos completos de engrane y no u´nicamente
en una posicio´n de ana´lisis. La figura 7.13 muestra la evolucio´n de las presiones de con-
tacto y de las tensiones de flexio´n para las geometr´ıas Σs, Σc1, Σc1m2, Σc1m5 y Σc1m9. Se
observa que con las geometr´ıas compensadas se obtiene una reduccio´n de las tensiones
de contacto y de flexio´n con respecto a la geometr´ıa esta´ndar en todo el ciclo de engrane.
Teniendo en cuenta las geometr´ıas compensadas modificadas, el abombamiento del per-
fil es u´til incluso para eliminar algunos picos de tensio´n provocados por la descarga
inmediata de los dientes en contacto. Sin embargo, el nivel de tensiones de flexio´n se
incrementa en las geometr´ıas compensadas modificadas con respecto a las geometr´ıas
compensadas. La principal ventaja de las geometr´ıas modificadas compensadas es la
reduccio´n del error de transmisio´n pico a pico.
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Figura 7.10: Funciones de error de transmisio´n (en ausencia de carga, bajo carga y
total) para las geometr´ıas (a) Σc1m1, (b) Σc1m2 y (c) Σc1m3
La evolucio´n de las funciones de intensidad de carga a lo largo de dos ciclos de engrane
tambie´n se ha investigado. La figura 7.13 muestra las funciones de intensidad de carga
en las posiciones de contacto investigadas de las geometr´ıas Σc1 y Σc1m2. Se observa
que las compensacio´n de las deflexiones de los ejes es u´til para todas las posiciones de
contacto.
7.6 Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha propuesto un procedimiento que permite compensar los efectos
derivados de los errores de alineacio´n de los engranajes que se producen como conse-
cuencia de las deformaciones ela´sticas de los elementos que componen la transmisio´n.
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Figura 7.11: Funciones de error de transmisio´n (a) en ausencia de carga, (b) bajo
carga y (c) totales, para las geometr´ıas Σc1m4, Σc1m5, Σc1m6 y Σc1m7
El procedimiento propuesto consiste en la generacio´n de la geometr´ıa del pin˜o´n mediante
el me´todo Maag, pero instalando la cremallera de corte en una posicio´n desalineada. Las
cantidades de desalineacio´n impuestas a la cremallera de corte hacen que e´sta ocupe la
misma posicio´n relativa con respecto al pin˜o´n que ocupa la rueda cuando la transmisio´n
transmite el par nominal. El pin˜o´n generado posee una geometr´ıa compensada.
Esta modificacio´n de la geometr´ıa del pin˜o´n se puede completar con la sustitucio´n de las
cremalleras de corte con un perfil recto por cremalleras de corte con perfiles parabo´licos,
obteniendo de esta forma engranajes compensados modificados. Esta sustitucio´n permite
predisen˜ar la funcio´n de errores de transmisio´n en ausencia de carga.
El procedimiento propuesto se ha ilustrado con distintos ejemplos nume´ricos. Se ha
analizado un modelo de elementos finitos FEM2.1 de una transmisio´n de engranajes
cil´ındricos rectos sometida al par nominal. A partir de los resultados del ana´lisis, se
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Figura 7.12: Funciones de error de transmisio´n (a) en ausencia de carga, (b) bajo
carga y (c) totales, para las geometr´ıas Σc1m8, Σc1m9, Σc1m10 y Σc1m11
Σs Σc1 Σc1m2 Σc1m5 Σc1m9















































Figura 7.13: Evolucio´n de las tensiones ma´ximas para las geometr´ıas Σs, Σc1, Σc1m2
y Σc9: (a) tensio´n de contacto y (b) tensio´n de flexio´n
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Figura 7.14: Funciones de intensidad de carga a lo largo del ciclo de engrane para las
geometr´ıas: (a) Σc1 y (b) Σc1m2
han obtenido las desalineaciones que se producen en los engranajes. Estas desalinea-
ciones se han considerado para generar distintas geometr´ıas compensadas y compensadas
modificadas del pin˜o´n. Las nuevas transmisiones han sido analizadas, y los resultados
obtenidos de estos ana´lisis permiten obtener las siguientes conclusiones:
(i) La utilizacio´n de engranajes con geometr´ıa compensada permite la obtencio´n de
distribuciones de carga uniformes cuando la transmisio´n trabaja al par nominal.
Una mejor distribucio´n de la carga repercute en la reduccio´n de las tensiones
ma´ximas de contacto y las tensiones ma´ximas de flexio´n.
(ii) La utilizacio´n de perfiles parabo´licos en la cremallera de corte utilizada para la
generacio´n de la geometr´ıa compensada del pin˜o´n permite reducir, adema´s, la
magnitud del error de transmisio´n pico a pico.
(iii) Mediante la investigacio´n de dos ciclos completos de engrane se ha podido obser-
var que las modificaciones propuestas consiguen reducir el valor ma´ximo de las
tensiones de contacto y de flexio´n en todas las posiciones del ciclo de engrane,
proporcionando una evolucio´n suave tanto de las tensiones de flexio´n como de las
tensiones de contacto. De esta forma, se consigue incrementar la vida u´til de las
transmisiones al mismo tiempo que se reduce su error de transmisio´n.
Esta investigacio´n se ha centrado en la compensacio´n de los errores de alineacio´n provo-
cados por la deformacio´n de los ejes para una direccio´n dada de rotacio´n del pin˜o´n. Esto
significa que las caras de contacto del pin˜o´n no conductoras se sacrifican. De hecho, un
ana´lisis por el me´todo de los elementos finitos de la transmisio´n considerando el con-
tacto en la cara no conductora proporciona funciones de intensidad de carga peores para
la geometr´ıa compensada que para la esta´ndar. Se recomienda que se determinen las
holguras en las caras no conductoras de los engranajes para asegurar un funcionamiento
adecuado de las transmisiones.
Los resultados expuestos en este cap´ıtulo esta´n incluidos en la referencia [141].
Cap´ıtulo 8
Conclusiones y trabajos futuros
8.1 Conclusiones
Una fase importante durante el disen˜o de una nueva transmisio´n de engranajes es la
determinacio´n de su capacidad de carga. En esta fase se verifica que la nueva transmisio´n
es capaz de transmitir la potencia para la que es disen˜ada de forma fiable, sin que ello
suponga el fin prematuro de su vida u´til. Generalmente, este proceso consiste en tres
pasos:
(i) La determinacio´n de los niveles admisibles de tensio´n en los engranajes para que
estos soporten un nu´mero dado de ciclos de carga.
(ii) La prediccio´n de las tensiones a las que estara´n sometidos los engranajes en condi-
ciones de trabajo.
(iii) La verificacio´n que estas tensiones son inferiores a las tensiones admisibles.
Habitualmente, las tensiones que son de intere´s para el disen˜ador de engranajes son las
tensiones de contacto y las tensiones de flexio´n en la ra´ız del diente, pues en la mayor´ıa
de los casos son las causantes del fallo de la transmisio´n. En la bibliograf´ıa se ha
podido observar que la prediccio´n de estas tensiones se suele llevar a cabo por me´todos
anal´ıticos, semianal´ıticos o nume´ricos. Para que los resultados obtenidos utilizando
estos me´todos tengan un buen nivel de precisio´n, los procedimientos de ca´lculo deben
considerar escenarios tan realistas como sea posible, teniendo en cuenta todos aquellos
feno´menos que tengan influencia en el estado tensional de la transmisio´n. Entre estos
feno´menos, uno de reconocida importancia es la desalineacio´n del engrane que se produce
como consecuencia de la deformacio´n de los ejes de los engranajes bajo carga.
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No obstante, los me´todos utilizados habitualmente para la prediccio´n del estado ten-
sional de los engranajes tienen ciertas limitaciones, que pueden venir impuestas por sus
hipo´tesis de ca´lculo o por su coste computacional, que en muchas ocasiones impiden
tener en cuenta estas desalineaciones del engrane, llevando a escenarios de ana´lisis poco
realistas.
En este trabajo se han estudiado las distintas limitaciones que aparecen en algunos
me´todos anal´ıticos, semianal´ıticos y nume´ricos para el ca´lculo tensional de transmi-
siones de engranajes, y se han propuesto nuevos modelos, o mejoras de los modelos ya
existentes, para tener en cuenta los efectos de las deformaciones de los ejes de los en-
granajes bajo carga. Adicionalmente, y haciendo uso de las nuevos modelos de ca´lculo
desarrollados, se ha desarrollado un procedimiento de modificacio´n de las geometr´ıas de
los engranajes que permite reducir los efectos adversos de la desalineacio´n del engrane.
Las conclusiones que se pueden extraer del trabajo realizado se enumeran a continuacio´n.
Conclusiones sobre el modelo anal´ıtico para el ca´lculo de la deformacio´n
de los ejes de los engranajes bajo carga
El ca´lculo de la deformacio´n de los ejes de los engranajes bajo carga se realiza habitual-
mente utilizando la teor´ıa cla´sica de vigas. La hipo´tesis ba´sica de esta teor´ıa es que las
secciones transversales de la viga permanecen planas e indeformables durante la defor-
macio´n de la misma. Entre las distintas teor´ıas formuladas bajo esta hipo´tesis, destacan
la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli y la teor´ıa de vigas de Timoshenko.
En la teor´ıa de vigas de Euler-Bernoulli, la seccio´n transversal de la viga, adema´s de plana
e indeformable, permanece perpendicular al eje neutro de la viga durante la deformacio´n.
En la teor´ıa de Timoshenko, por contra, esta seccio´n puede inclinarse con respecto a este
eje. Esto permite que en la segunda se puedan considerar, adema´s de las deformaciones
por flexio´n, las deformaciones por cortante. Estas deformaciones pueden cobrar especial
importancia cuando las vigas a considerar son poco esbeltas, como ocurre habitualmente
en los ejes de engranaje.
Por este motivo, en la primera parte de este trabajo se ha expuesto la teor´ıa de vigas
de Timoshenko, y se han obtenido las ecuaciones diferenciales que permiten calcular la
deformacio´n de una viga sujeta a distintos tipos de carga. Posteriormente, y utilizando
esta teor´ıa de vigas, se han propuesto dos modelos anal´ıticos distintos para el ca´lculo de
la deformacio´n de un eje de engranaje, denominados SHAFT1 y SHAFT2.
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En el modelo SHAFT1, la geometr´ıa del conjunto formado por un engranaje montado
sobre su eje se ha aproximado mediante tres tramos cil´ındricos conce´ntricos y consecu-
tivos. Los dos tramos cil´ındricos exteriores poseen el dia´metro del eje (dsh), mientras que
el tramo cil´ındrico central posee el dia´metro primitivo del engranaje (d), que sera´ mayor
que el del eje (d > dsh). La deformacio´n bajo carga de estos tres tramos cil´ındricos se ha
estudiado utilizando la teor´ıa de vigas de Timoshenko. Para cada uno de estos tramos,
se plantean las ecuaciones diferenciales que gobiernan su deformacio´n. La deformacio´n
del conjunto se determina mediante la integracio´n sucesiva de estas ecuaciones diferen-
ciales, considerando las condiciones de contorno y las condiciones de continuidad entre
tramos.
No obstante, el modelo SHAFT1 tiene algunos punto de´biles que es necesario superar
si que quiere obtener un buen grado de precisio´n en el ca´lculo de la deformacio´n del
eje. Estas dificultades esta´n relacionadas con el cambio brusco de la seccio´n transversal
que se produce en la transicio´n entre los distintos tramos cil´ındricos mediante los que
se modeliza el eje. En las zonas donde se produce este cambio brusco, la hipo´tesis
de que las secciones transversales del eje permanecen planas e indeformables durante
su deformacio´n puede estar lejos de la realidad. Se ha podido observar que en las
proximidades del cambio brusco de seccio´n, la rigidez del tramo de mayor dia´metro es
menor de lo que se asume en el modelo SHAFT1, ya que parte de la seccio´n no se opone
a la flexio´n.
El objetivo del modelo SHAFT2 es tener en cuenta este efecto de disminucio´n de la
rigidez. En este modelo, a la hora de calcular el momento de inercia de la seccio´n
transversal del eje, en lugar de considerar un salto abrupto entre dos tramos cil´ındricos de
diferente dia´metro, se ha considerado un tramo co´nico de transicio´n. El u´nico para´metro
que incorpora el modelo SHAFT2 con respecto al modelo SHAFT1 es el a´ngulo que
hay entre la generatriz de estos tramos co´nicos y sus ejes de revolucio´n (φ).
La determinacio´n del valor o´ptimo del a´ngulo φ se ha realizado considerando 30 casos de
disen˜o de un eje escalonado formado por tres tramos cil´ındricos, simplemente apoyado
en sus extremos y con una carga uniforme en el tramo central, en los que se ha variado
el dia´metro (d) y la anchura (b) del tramo central, manteniendo el dia´metro del eje (dsh)
y su longitud constantes. Para cada caso de disen˜o:
(i) Se ha generado un modelo tridimensional de elementos finitos a partir de los
para´metros de disen˜o del caso de estudio. Este modelo de elementos finitos se
ha analizado bajo las condiciones de contorno consideradas, y se han determinado
los desplazamientos que se producen sobre la l´ınea neutra del eje.
(ii) Se ha planteado el modelo SHAFT2 para la simulacio´n del caso considerado.
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(iii) Se ha buscado el valor o´ptimo del a´ngulo φ, considera´ndose este como aquel
que minimiza el error cuadra´tico medio entre los desplazamientos calculados por
el modelo de elementos finitos y los desplazamientos calculados por el modelo
SHAFT2.
Como resultado de este ana´lisis, se ha obtenido un conjunto de valores o´ptimos del
a´ngulo φ, cuyo valor mı´nimo es de 37.2o y el valor ma´ximo es de 42.9o. Se ha decidido
entonces definir el valor o´ptimo del a´ngulo φ como el medio obtenido de los distintos
casos estudiados, siendo este de φ = 40o.
El funcionamiento de los modelos SHAFT1 y SHAFT2 (considerando φ = 40o) se ha
ilustrado mediante un conjunto de ejemplos nume´ricos, en los que se ha determinado
la deformacio´n bajo carga de distintos casos de disen˜o de ejes escalonados con distintas
hipo´tesis de carga. Estos ejemplos nume´ricos incluyen:
(i) Casos en los que el engranaje se situ´a en la porcio´n central del eje, con una carga
uniformemente distribuida sobre e´l.
(ii) Casos en los que el engranaje se situ´a en la porcio´n central del eje, con una carga
no uniforme aplicada sobre e´l.
(iii) Casos en los que se considera ma´s de un engranaje montado sobre el eje, sobre los
que actu´an cargas en el mismo sentido, y en sentidos contrarios.
Para cada uno de los casos estudiados, se ha generado un modelo tridimensional de
elementos finitos, y los resultados obtenidos a partir de su ana´lisis se han considerado
como resultados de referencia. La comparacio´n de estos resultados de referencia con los
resultados obtenidos a partir de los modelos SHAFT1 y SHAFT2 ha mostrado que:
(i) Cuando la relacio´n entre d/dsh y b/dsh es pequen˜a, el modelo SHAFT1 puede
ofrecer resultados parecidos a los del modelo de referencia.
(ii) En cambio, a medida que la relacio´n ente d/dsh y b/dsh crece, los resultados
obtenidos a partir del modelo SHAFT1 tienden a divergir de los resultados obtenidos
a partir del modelo de referencia.
(iii) En todos los casos estudiados, el modelo SHAFT2 ha demostrado ofrecer resul-
tados ma´s parecidos a los del modelo de referencia que los obtenidos a partir del
modelo SHAFT1.
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Conclusiones sobre los modelos de elementos finitos propuestos para el
ca´lculo tensional de transmisiones de engranajes
El me´todo de los elementos finitos se ha utilizado extensamente en la industria para
estudiar las tensiones que se producen en transmisiones de engranajes bajo carga. Los
modelos de elementos finitos utilizados habitualmente esta´n compuestos por entre tres
y cinco parejas de dientes, con sus respectivas porciones del anillo del engranaje. Las
condiciones de contorno del modelo se suelen imponer mediante un conjunto de superfi-
cies r´ıgidas, que envuelven las porciones inferiores del anillo, y acoplan sus movimientos
a unos nodos de referencia, situados sobre la posicio´n teo´rica de los ejes. Sobre estos
nodos se aplican las correspondientes restricciones de movimiento del modelo, as´ı como
las cargas a las que esta´ sometida la transmisio´n. Estos modelos de elementos finitos
permiten contemplar las deformaciones locales producidas en el contacto entre dientes
y las deformaciones producidas por la flexio´n del diente. Sin embargo, las condiciones
de contorno impuestas al modelo no permiten que e´ste tenga en consideracio´n las de-
formaciones del cuerpo de los engranajes y del resto de elementos que componen la
transmisio´n.
En este trabajo se han propuesto cuatro nuevos modelos de elementos finitos para el
ana´lisis tensional de transmisiones de engranajes cuyo objetivo es que, adema´s de las
deformaciones locales producidas en el contacto y de la deformacio´n por flexio´n del
diente, permitan considerar las deformaciones del cuerpo de los engranajes, as´ı como las
deformaciones de los ejes que los soportan.
El primer modelo propuesto, denominado FEM0, esta´ compuesto exclusivamente por
elementos finitos so´lidos tridimensionales. En este modelo, la totalidad de las geometr´ıas
del conjunto formado por el eje y el engranaje se han mallado con estos elementos, de
manera que en el modelo no se han contemplado simplificaciones significativas de las
mismas.
En los otros modelos propuestos, denominados FEM1 y FEM2, el comportamiento
ela´stico de los ejes y del cuerpo de los engranajes se ha simulado mediante elementos
finitos de tipo viga. La utilizacio´n de este tipo de elementos finitos ha permitido reducir
el coste computacional asociado al modelo, sin que ello repercuta en una pe´rdida signi-
ficativa de precisio´n. Los movimientos de las geometr´ıas de contacto se han acoplado a
los movimientos de los ejes mediante restricciones cinema´ticas. Son estas restricciones
cinema´ticas las que definen las diferencias entre el modelo FEM1 y el modelo FEM2:
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(i) En el modelo FEM1, se ha definido un conjunto de superficies r´ıgidas que envuel-
ven la parte inferior de las geometr´ıas de contacto. Los movimientos de estas su-
perficies se han acoplado a los movimientos de un nodo de referencia, perteneciente
a los elementos finitos de tipo viga que conforman el eje.
(ii) En el modelo FEM2, las superficies r´ıgidas del modelo FEM1 se han sustitu-
ido por un conjunto de aristas r´ıgidas que rodean el anillo del engranaje. Los
movimientos de cada una de estas aristas se han acoplado a los movimientos de
los nodos de los elementos finitos tipo viga que conforman el eje, permitiendo el
movimiento relativo de cada seccio´n respecto las secciones contiguas.
Utilizando el modelo de elementos finitos FEM1, es posible tener en cuenta las defor-
maciones de los ejes en el ana´lisis. Cuando se utiliza el modelo FEM2, adema´s de las
deformaciones de los ejes es posible tener en cuentas la deformacio´n por torsio´n de los
cuerpos de los engranajes.
Se han propuesto dos variantes distintas del modelo FEM2, denominadas FEM2.1
y FEM2.2. Las diferencias entre ambos modelos radican en las propiedades de la
seccio´n transversal asignada a los elementos viga que simulan el cuerpo del engranaje.
Mientras en el modelo FEM2.1 se ha asignado a estos elementos viga las propiedades
de una seccio´n circular cuyo dia´metro es la semisuma del dia´metro del eje y el dia´metro
primitivo del engranaje, en el modelo FEM2.2 se han seguido las conclusiones obtenidas
en el cap´ıtulo 3, y se han especificado transiciones suaves del dia´metro considerado para
el ca´lculo de la deformacio´n por flexio´n del eje.
A continuacio´n se han propuesto me´todos que han permitido obtener, adema´s de los
resultados convencionales de un ana´lisis tensional por el me´todo de los elementos fini-
tos, otros resultados que pueden ser de intere´s para el disen˜ador de engranajes. Estos
resultados son:
(i) El error de transmisio´n en ausencia de carga, el error de transmisio´n bajo carga y
el error de transmisio´n total.
(ii) La funcio´n de intensidad de carga y el factor de distribucio´n longitudinal de la
carga.
(iii) La funcio´n de reparto de carga entre dientes.
(iv) La desalineacio´n de los engranajes provocada por la deformacio´n de los ejes bajo
carga.
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Los distintos modelos de elementos finitos de la transmisio´n propuestos (FEM0, FEM1,
FEM2.1 y FEM2.2) se han comparado utilizando tres configuraciones distintas de una
transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos. La comparacio´n se ha realizado en te´rminos
de presio´n de contacto, tensio´n de flexio´n en la ra´ız del diente, funcio´n de intensidad de
carga, funcio´n de reparto de carga, factor de distribucio´n longitudinal de la carga, error
de transmisio´n y desalineacio´n natural de los ejes, a lo largo de dos ciclos completos de
engrane. Esta comparacio´n ha permitido obtener las siguientes conclusiones:
(i) Aunque con un coste computacional asociado elevado, el modelo de elementos
finitos FEM0 puede ofrecer resultados de un alto grado de precisio´n, debido a
la ausencia de simplificaciones significativas de las geometr´ıas consideradas. Esto
hace que los resultados obtenidos a partir del modelo FEM0 puedan ser utilizados
como marco de referencia en las comparaciones con otros modelos.
(ii) Los modelos FEM1 y FEM2 permiten reducir el coste computacional del modelo
FEM0, pero las simplificaciones a las que esta´n sujetos (modelizado de los ejes con
elementos finitos de tipo viga, restricciones cinema´ticas entre los elementos finitos
del eje y las geometr´ıas de contacto, etc.) pueden llevar a pe´rdidas de precisio´n de
los resultados obtenidos. El tiempo empleado en los ana´lisis de ambos modelos de
elementos finitos es similar.
(iii) Cuando la deformacio´n torsional del cuerpo del engranaje no es significativa (lo
que ocurre habitualmente cuando el dia´metro primitivo de ambas ruedas es grande
comparado con su ancho de cara), los resultados de los modelos FEM1 y FEM2
son pra´cticamente equivalentes, y parecidos a los obtenidos a partir del mod-
elo FEM0. En cambio, cuando la deformacio´n por torsio´n de los cuerpos de
los engranajes cobra importancia, u´nicamente el modelo FEM2 ofrece resultados
parecidos a los del modelo FEM0.
(iv) Cuando se comparan los modelos FEM2.1 y FEM2.2, se observa que los resulta-
dos obtenidos a partir del segundo se aproximan en mayor grado a los obtenidos
a partir del modelo de referencia (FEM0) en todos los casos estudiados.
(v) En condiciones similares de mallado, considerar en el ana´lisis cinco parejas de
dientes en lugar de tres parejas representa un incremento del coste computacional
asociado al modelo que no siempre es necesario afrontar. Cuando los resultados
de intere´s esta´n relacionados con las presiones de contacto o las desalineaciones
de los engranajes, considerar cinco parejas de dientes no reporta ningu´n beneficio
apreciable con respecto a considerar tres parejas de dientes. En cambio, cuando se
buscan resultados relacionados con las tensiones de flexio´n o el error de transmisio´n,
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se observa que considerar cinco ana´lisis proporciona resultados de mayor precisio´n
que cuando u´nicamente se consideran tres.
Conclusiones sobre el ana´lisis del factor de distribucio´n longitudinal de
la carga
Los me´todos anal´ıticos utilizados habitualmente para determinar las tensiones de con-
tacto y de flexio´n en la ra´ız de los dientes se basan en la aplicacio´n de las teor´ıas de la
elasticidad bajo ciertas hipo´tesis y condiciones de contorno. Cuando estos me´todos se
aplican para determinar la capacidad de carga de transmisiones de engranajes cil´ındricos
rectos y helicoidales, es comu´n adoptar la hipo´tesis de que las ruedas dentadas esta´n
perfectamente alineadas durante la transmisio´n de potencia, y en consecuencia, la carga
transmitida en el contacto entre dientes se distribuye de forma uniforme a lo largo del
ancho de cara de los engranajes.
En realidad, debido a las desalineaciones que se producen en el engrane, esta carga
raramente se reparte de forma uniforme. Como consecuencia se producen incremen-
tos localizados de la intensidad de carga, que repercuten en aumentos de los niveles
ma´ximos de tensio´n en los dientes de los engranajes. Por tanto, la hipo´tesis de que
la carga se transmite de forma uniforme lleva a que los me´todos anal´ıticos menciona-
dos proporcionen resultados de tensio´n poco conservadores, que pueden llevar a disen˜os
de la transmisio´n con una capacidad de carga inferior a la requerida. Por ese motivo,
habitualmente se incluyen factores de penalizacio´n en los me´todos anal´ıticos utilizados
para la determinacio´n de las tensiones de contacto y de flexio´n, cuya finalidad es tener
en cuenta los incrementos de tensio´n provocados por distribuciones no uniformes de la
carga.
Entre los distintos me´todos anal´ıticos para el ca´lculo de las tensiones de contacto y de
flexio´n disponibles en la literatura, uno de los ma´s utilizados hoy en d´ıa en la industria es
el incluido en la conocida norma ISO-6336 [11]. En este me´todo, la tensio´n de contacto se
determina mediante la teor´ıa de Hertz, simulando el contacto entre dientes de engranaje
mediante el contacto entre dos cil´ındros perfectamente alineados, cuyos radios coinciden
con los radios de curvatura de las superficies de los engranajes en el punto de contacto.
Por otra parte, las tensiones de flexio´n se determinan aproximando el comportamiento
del diente al de una viga en voladizo, y aplicando la ley de Navier. En esta norma, el
incremento de las tensiones producido como consecuencia de la desalineacio´n del engrane
se tiene en cuenta mediante el factor de distribucio´n longitudinal de la carga, denotado
por KHβ. Este factor se define como el cociente entre la intensidad de carga ma´xima y
la intensidad de carga media.
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En la norma se proponen dos me´todos distintos para el ca´lculo de este factor, ambos
expuestos en profundidad en este trabajo:
(i) El primero de ellos, y el que conlleva una mayor precisio´n en los resultados, consiste
en un me´todo iterativo basado en la teor´ıa de la fundacio´n ela´stica de Winkler.
(ii) El segundo es un me´todo anal´ıtico, que se basa en la hipo´tesis de que las distin-
tas deformaciones de los elementos que componen la transmisio´n producen una
separacio´n de las superficies de los dientes de los engranajes que se incrementa
linealmente a lo largo del ancho de cara, cuando e´sta se mide en la direccio´n del
plano de accio´n.
Por su simplicidad, es este u´ltimo me´todo el que se utiliza habitualmente en la industria.
No obstante, las simplificaciones que se asumen para su aplicacio´n pueden llevar a errores
en el ca´lculo del factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
En este trabajo, el me´todo anal´ıtico propuesto por la norma se ha utilizado para realizar
un extenso estudio de la evolucio´n del factor de distribucio´n longitudinal de la carga
con distintos para´metros de disen˜o de la transmisio´n. El estudio se ha basado en una
transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos, sobre la que se han realizado variaciones de
los valores de:
(i) Dia´metro del eje del pin˜o´n (3 valores).
(ii) Ancho de cara de los engranajes (4 valores).
(iii) Longitud de los ejes que soportan a los engranajes (4 valores).
(iv) Posicio´n relativa de montaje de los engranajes sobre los ejes (11 valores).
En total, se han considerado 456 casos de estudio distintos. Para cada caso, el factor
de distribucio´n longitudinal de la carga se ha calculado a partir del me´todo anal´ıtico
propuesto en la norma y partir del ana´lisis de un modelo avanzado de elementos finitos
de la transmisio´n. La comparacio´n entre los resultados obtenidos por ambos me´todos
ha permitido obtener algunas conclusiones de intere´s sobre co´mo y en que´ medida los
para´metros estudiados afectan al factor de distribucio´n longitudinal de la carga, siendo
las ma´s remarcables las siguientes:
(i) El factor de distribucio´n longitudinal de la carga tiende a disminuir a medida que
se incrementa el dia´metro de los ejes de los engranajes. El incremento de rigidez
que supone el aumento del dia´metro de los ejes hace que las desalineaciones del
engrane se reduzcan, favoreciendo un mejor reparto de la carga.
Cap´ıtulo 8. Conclusiones y trabajos futuros 304
(ii) El factor de distribucio´n longitudinal de la carga tiende a aumentar a medida que
se incrementa el ancho de cara de los engranajes. Cuando el ancho de cara del
engranaje es pequen˜o, el factor de distribucio´n longitudinal de la carga obtenido
a partir del me´todo anal´ıtico propuesto por la norma tiende a ser menor que el
obtenido a partir del modelo de elementos finitos. Este efecto se invierte cuando
el ancho de cara tiende a ser grande.
(iii) El factor de distribucio´n longitudinal de la carga tiende a aumentar a medida que
se incrementa la longitud de los ejes que soportan a los engranajes. Cuando los
ejes son cortos, los resultados obtenidos a partir del me´todo anal´ıtico propuesto
por la norma tienden a converger con los obtenidos a partir del modelo de elemen-
tos finitos. A medida que la longitud de los ejes crece, las diferencias entre los
resultados de ambos me´todos crecen.
(iv) Se observa que el factor de distribucio´n longitudinal de la carga aumenta a medida
que los engranajes se desplazan de la posicio´n central del eje. El valor del factor
de distribucio´n longitudinal de la carga alcanza un ma´ximo cuando se calcula por
el me´todo de los elementos finitos. Sin embargo, este ma´ximo no se alcanza al
calcularlo mediante el procedimiento descrito en la norma.
Como conclusio´n a este estudio, se han elaborado unas gra´ficas, mostradas en la figura 5.18,
en las que considerando el cociente entre el ancho de cara de los engranajes y longitud
de los ejes, y la posicio´n de montaje de los engranajes sobre los ejes, permiten estimar
las diferencias relativas ma´ximas y mı´nimas entre ambos modelos, obtenidas a partir de
los estudios realizados. Estas gra´ficas pueden ser de utilidad para el disen˜ador de en-
granajes, como complemento al me´todo anal´ıtico propuesto en la normal para el ca´lculo
del factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
Conclusiones sobre el modelo semianal´ıtico propuesto para la determi-
nacio´n de la distribucio´n de presio´n de contacto en transmisiones de
engranajes
Los me´todos semianal´ıticos para el ca´lculo tensional representan una alternativa inter-
media entre los me´todos anal´ıticos y los me´todos nume´ricos: son capaces de superar
algunas de las limitaciones que tienen los me´todos anal´ıticos, pero con costes computa-
cionales generalmente inferiores a los de los me´todos nume´ricos. Por este motivo, a
menudo se han utilizado para resolver el problema de contacto entre dientes de en-
granaje. No obstante, entre otras limitaciones, los me´todos semianal´ıticos encontrados
en la literatura no permiten contemplar la influencia que tienen sobre el estado tensional
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las desalineaciones de los engranajes producidas por las deformaciones ela´sticas de los
ejes bajo carga.
Para subsanar esta importante limitacio´n, en este trabajo se ha planteado un nuevo
me´todo semianal´ıtico para el ca´lculo de la distribucio´n de presio´n de contacto en transmi-
siones de engranajes. El objetivo principal de este nuevo me´todo es incluir la capacidad
de considerar la desalineacio´n de los engranajes que se produce debido a la deformacio´n
de los ejes bajo carga. La idea ba´sica del me´todo propuesto es la utilizacio´n de un
algoritmo iterativo que desacople la resolucio´n del problema de contacto entre dientes
de engranaje de la determinacio´n de la desalineacio´n de los engranajes producida por la
deformacio´n de los ejes bajo carga. La investigacio´n realizada para la implementacio´n
de este me´todo se ha estructurado en tres partes principales:
(i) Propuesta de un me´todo semianal´ıtico gene´rico para la resolucio´n del problema
de contacto entre dos so´lidos sin friccio´n y de algoritmos computacionales que
permitan su aplicacio´n.
(ii) Implementacio´n de estrategias que permitan mejorar la eficiencia computacional
del me´todo semianal´ıtico propuesto para resolver el problema de contacto.
(iii) Implementacio´n del me´todo semianal´ıtico propuesto para la resolucio´n del prob-
lema de contacto en transmisiones de engranajes considerando la desalineacio´n de
los engranajes producida por la deformacio´n de los ejes bajo carga.
El me´todo utilizado para la resolucio´n del problema de contacto ha sido el me´todo de los
coeficientes de influencia. En este me´todo, el dominio del problema de contacto se dis-
cretiza en un conjunto de n elementos de presio´n. Coeficientes de influencia relacionan
la presio´n que actu´a sobre cada elemento de presio´n ∆j (j = 1..n), con el desplaza-
miento que esta presio´n produce en el centroide de los elementos ∆i (i = 1..n) de la
discretizacio´n. La solucio´n al problema de contacto se obtiene, en forma de distribucio´n
de presio´n, mediante me´todos variacionales.
En este trabajo, los coeficientes de influencia en los que se basa el me´todo se han cal-
culado anal´ıticamente mediante la superposicio´n de la conocida relacio´n de Boussinesq,
que da solucio´n al problema de una carga puntual aplicada en un semiespacio ela´stico.
En funcio´n de la geometr´ıa considerada para los elementos de presio´n en los que se dis-
cretiza el problema, los procedimientos y las ecuaciones utilizadas para el ca´lculo de los
coeficientes de influencia var´ıan. En este trabajo se han considerado dos alternativas
posibles para la geometr´ıa de los elementos de presio´n: triangular y rectangular.
La correcta utilizacio´n de la relacio´n de Boussinesq para el ca´lculo de coeficientes de
influencia requiere que la geometr´ıa de los so´lidos en las cercan´ıas de la zona de contacto
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se pueda aproximar a un semiespacio ela´stico. Esta aproximacio´n no siempre es posible,
especialmente cuando los so´lidos tienen superficies libres en las proximidades de la zona
de contacto, entendida una superficie libre como aquella que produce una dimensio´n
finita a la superficie de contacto. Cuando eso ocurre, en este trabajo se ha propuesto
aproximar la geometr´ıa de los so´lidos mediante la superposicio´n de cuartos de espacio
ela´sticos. Esta aproximacio´n requiere la realizacio´n de ciertas modificaciones en el ca´lculo
de los coeficientes de influencia determinados a partir de la relacio´n de Boussinesq, que
incrementan el coste computacional del me´todo.
Puesto que el ca´lculo de los coeficientes de influencia de elementos de presio´n triangulares
y rectangulares es una operacio´n costosa, se ha contemplado la posibilidad de realizar
una evaluacio´n aproximada de los coeficientes de influencia. En esta aproximacio´n,
en lugar de considerar la deformacio´n que se produce en el centroide de ∆i debido a
una distribucio´n de presio´n uniforme aplicada sobre ∆j , el coeficiente de influencia del
elemento ∆j sobre el elemento ∆i se calcula considerando una carga puntual aplicada
en el centroide de ∆j , obtenie´ndose de esta forma una expresio´n ma´s sencilla para su
ca´lculo. Esta aproximacio´n puede dar resultados satisfactorios siempre y cuando la
magnitud del coeficiente de influencia aproximado sea pequen˜a en comparacio´n al resto
de coeficientes de influencia, permitiendo as´ı una mejora en el coste computacional global
del algoritmo. Adema´s, se ha propuesto un criterio para gobernar la decisio´n de si el
ca´lculo de un coeficiente de influencia se realiza de forma exacta o aproximada, basada
en la especificacio´n de un valor l´ımite Ωmax para la relacio´n entre un radio equivalente
calculado a partir del a´rea de ∆j y la distancia entre ∆j y ∆i. Cuando Ωmax es mayor
que dicha relacio´n, el ca´lculo de dicho coeficiente de influencia se puede realizar de forma
aproximada; en caso contrario, es necesario evaluarlo de forma exacta.
Se ha propuesto un algoritmo computacional que recoge todos los pasos necesarios para
la aplicacio´n de este me´todo semianal´ıtico para el estudio del contacto entre dos so´lidos
sin friccio´n. Este algoritmo permite:
(i) Discretizar el dominio del problema de contacto en una malla uniforme de elemen-
tos de presio´n rectangulares o triangulares.
(ii) Contemplar un ma´ximo de dos superficies libres en cada uno de los dos so´lidos que
intervienen en el contacto.
(iii) Calcular los coeficientes de influencia tanto de forma exacta como de forma aprox-
imada.
(iv) Resolver el problema de contacto por principios variacionales, proporcionando la
distribucio´n de presio´n de contacto, el a´rea de contacto y la aproximacio´n entre
los cuerpos.
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El algoritmo resultante se ha aplicado para resolver dos casos t´ıpicos de contacto: el
contacto puntual entre una esfera y un plano, y el contacto lineal entre un cilindro y un
plano. Los resultados obtenidos de estos ana´lisis han permitido extraer las siguientes
conclusiones:
(i) El algoritmo propuesto es capaz de determinar la distribucio´n de presio´n de con-
tacto, el a´rea de contacto y la aproximacio´n entre so´lidos. Comparados con los
resultados obtenidos a partir de modelos de referencia, se puede decir que los
resultados obtenidos por este algoritmo tienen un buen grado de precisio´n.
(ii) Mientras que la precisio´n de los resultados obtenidos es similar, la utilizacio´n de
elementos de presio´n rectangulares supone una ventaja computacional con respecto
a la utilizacio´n de elementos de presio´n triangulares. Por este motivo, los elementos
de presio´n rectangulares se utilizara´n en el resto del trabajo.
(iii) El ca´lculo de coeficientes de influencia de forma aproximada puede llevar asociada
una reduccio´n del coste computacional del algoritmo, pero habitualmente lleva
tambie´n impl´ıcita una reduccio´n de su precisio´n. Se ha propuesto una estrategia
para una seleccio´n o´ptima del para´metro Ωmax. Esta estrategia permite reducir el
coste computacional sin pe´rdidas significativas de la precisio´n.
(iv) La precisio´n del algoritmo esta´ relacionada con el nu´mero de elementos de presio´n
considerados en el a´rea de contacto. Un mayor nu´mero de elementos de presio´n
implicara´ una mejora de la presicio´n. Por contra, se ha podido observar que el
coste computacional del algoritmo se incrementa cuadra´ticamente con el nu´mero
de elementos de presio´n. Por este motivo, la eleccio´n del nu´mero de elementos
de presio´n presentes en la discretizacio´n del problema supondra´ una decisio´n de
compromiso entre precisio´n y coste computacional.
Con la finalidad de reducir su coste computacional, se ha propuesto una modificacio´n
del algoritmo de contacto que permite realizar un refinamiento adaptativo de la malla
de elementos de presio´n, basado en las estructuras de datos quadtree. El refinamiento
adaptativo se ha realizado en base a criterios de tasa ma´xima de la variacio´n relativa
(gradiente) de presio´n de contacto entre elementos de presio´n adyacentes (ϕmax) y de
nivel ma´ximo de refinamiento permitido (Lmax). Este algoritmo se ha aplicado a los
mismos casos de estudio mencionados anteriormente, y los resultados obtenidos permiten
concluir que:
(i) El algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo es capaz de predecir las dis-
tribucio´n de presio´n de contacto, el taman˜o del a´rea de contacto y la aproximacio´n
Cap´ıtulo 8. Conclusiones y trabajos futuros 308
entre los so´lidos con la misma precisio´n que el planteamiento tradicional utilizando
una malla uniforme.
(ii) La precisio´n con la que el algoritmo calcula el a´rea de contacto y la aproximacio´n
entre los so´lidos de contacto depende u´nicamente del nivel ma´ximo de refinamiento
permitido (Lmax).
(iii) La precisio´n con la que el algoritmo calcula la presio´n ma´xima de contacto depende
del gradiente ma´ximo permitido para el algoritmo (ϕmax).
(iv) La utilizacio´n de la estrategia de refinamiento adaptativo supone una reduccio´n del
tiempo de ca´lculo empleado por el algoritmo en comparacio´n con la aproximacio´n
tradicional utilizando una malla uniforme, que en ocasiones puede llegar hasta el
90%.
Por u´ltimo, el algoritmo de contacto con refinamiento adaptativo se ha incluido dentro de
un algoritmo que permite resolver el problema de contacto en transmisiones de engrana-
jes teniendo en cuenta la desalineacio´n natural de los engranajes. El algoritmo resuelve
iterativamente el problema de contacto, actualizando en cada iteracio´n la posicio´n rela-
tiva de las superficies de contacto de los dientes del pin˜o´n y de la rueda, de acuerdo con
la desalineacio´n del engranaje calculada a partir de la deformacio´n de los ejes. Entre
iteracio´n e iteracio´n, el algoritmo determina el incremento de la desalineacio´n de los
engranajes, y cuando este incremento es menor que cierta tolerancia, el algoritmo se
detiene y muestra los resultados en pantalla.
El funcionamiento de este algoritmo se ha demostrado con distintos disen˜os de una
transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos y helicoidales. Los resultados obtenidos se
han comparado con los resultados obtenidos a partir de un modelo avanzado de elementos
finitos de la transmisio´n, permitiendo obtener las siguientes conclusiones:
(i) El algoritmo descrito permite determinar la distribucio´n de presiones que se pro-
duce en transmisiones de engranajes considerando las deformaciones de los ejes de
los engranajes bajo carga. En el caso de engranajes cil´ındricos rectos, las desvia-
ciones ma´ximas con respecto a los resultados obtenidos a partir del modelo de
elementos finitos no exceden el 9%. En transmisiones de engranajes cil´ındricos
helicoidales estas diferencias se incrementan, pudiendo llegar al 20% en los casos
estudiados.
(ii) El algoritmo descrito es capaz de determinar las desalineaciones que se producen
en los engranajes debido a la deformacio´n de los ejes bajo carga. En los casos
estudiados, las desviaciones ma´ximas respecto a las calculadas a partir del modelo
de elementos finitos no exceden el 6%.
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(iii) La convergencia del me´todo es ra´pida, lo que lo hace especialmente adecuado para
etapas iniciales de disen˜o, en las que el tiempo computacional es muy valioso.
Mediante estos casos de estudio se ha demostrado que cuando el grado de cumplimiento
de las hipo´tesis del me´todo es elevado, los resultados obtenidos mediante este me´todo
semianal´ıtico tienen un buen nivel de concordancia con los obtenidos a partir de un
modelo de elementos finitos de la transmisio´n. Esto hace que el me´todo pueda ser com-
parable al me´todo de los elementos finitos en precisio´n, pero con un coste computacional
propio de los me´todos semianal´ıticos.
Conclusiones sobre las modificaciones propuestas en la geometr´ıa de los
engranajes para compensar los efectos negativos de la desalineacio´n del
engrane
En transmisiones de engranajes cil´ındricos, las desalineaciones del engrane hacen que la
carga que se transmite en el contacto entre dientes de engranajes se reparta de forma
no uniforme a lo largo del ancho de cara de los dientes. Esto produce incrementos
de las tensiones de contacto y de las tensiones de flexio´n, que pueden llevar a un fin
prematuro de la vida u´til de la transmisio´n. Adema´s, las desalineaciones del engrane
llevan asociados otros tipos de efectos negativos, como el aumento de la generacio´n de
calor, la introduccio´n de errores de transmisio´n, etc.
La modificacio´n de las geometr´ıas de los dientes de los engranajes es una pra´ctica comu´n
en la industria. En la literatura se han propuesto distintos tipos de modificaciones de
los dientes de engranaje, cada una de ellas con un propo´sito concreto. Habitualmente,
estas modificaciones consiguen mejorar un aspecto del funcionamiento de la transmisio´n,
pero al mismo tiempo, pueden empeorar otros.
En este trabajo se ha propuesto un procedimiento de modificacio´n de las geometr´ıas de
los dientes de los engranajes cil´ındricos rectos, cuyo objetivo principal es compensar los
efectos negativos de las desalineaciones del engrane que se producen como consecuencia
de las deformaciones de los ejes bajo carga. Por tanto, el propo´sito principal de esta
modificacio´n ha sido conseguir que en condiciones de trabajo, cuando los engranajes
esta´n desalineados, la distribucio´n de la carga transmitida en el contacto sea tan uniforme
como sea posible.
La base de esta modificacio´n consiste en la generacio´n de la geometr´ıa del pin˜o´n uti-
lizando una cremallera de corte cuya posicio´n esta´ desalineada con respecto a su posicio´n
teo´rica. El objetivo de desalinear la cremallera de corte es generar una geometr´ıa del
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pin˜o´n compensada, de tal manera que cuando los ejes que soportan a los engranajes se de-
formen, la accio´n entre los dientes del pin˜o´n compensado y de la rueda sea pra´cticamente
conjugada. Por tanto, las magnitudes de desalineacio´n impuestas en la cremallera de
corte corresponden a las magnitudes de desalineacio´n que tiene la rueda con respecto
al pin˜o´n en condiciones de trabajo, bajo la accio´n del par nominal. Se han considerado
tres tipos de desalineacio´n:
(i) Desalineacio´n de los engranajes en el plano de paso (∆γd).
(ii) Desalineacio´n de los engranajes en el plano axial (∆νd).
(iii) Variacio´n de la distancia entre centros de los engranajes (∆xd,∆yd).
Estas desalineaciones se pueden determinar de distintos maneras, pero en este trabajo se
ha favorecido la utilizacio´n de un modelo avanzado de elementos finitos de la transmisio´n.
Para ilustrar su funcionamiento, este me´todo de compensacio´n se ha aplicado a una
transmisio´n de engranajes cil´ındricos rectos. La transmisio´n se ha analizado utilizando
un modelo avanzado de elementos finitos de la misma, considerando distintas geometr´ıas
compensadas del pin˜o´n. Los resultados obtenidos permiten concluir que:
(i) Cuando se utiliza un pin˜o´n con geometr´ıa modificada se consigue una distribucio´n
de carga ma´s uniforme que cuando se utiliza un pin˜o´n con geometr´ıa esta´ndar.
(ii) El mejor reparto de la carga repercute en una disminucio´n de las tensiones ma´ximas
de contacto y de flexio´n, que se extiende a todo el ciclo de engrane.
(iii) En la generacio´n de la geometr´ıa compensada del pin˜o´n, la influencia de la desalin-
eacio´n de la cremallera de corte en el plano de paso (∆γd) es elevada, mientras
que la desalineacio´n en el plano axial (∆νd) tiene una influencia reducida.
(iv) Al utilizar una geometr´ıa compensada para el pin˜o´n, se consigue una distribucio´n
uniforme de la carga cuando la transmisio´n trabaja a par nominal. Por debajo
de este par, la distribucio´n de carga se vuelve menos uniforme, aunque los efectos
negativos de esta distribucio´n no uniforme son poco relevantes, pues las tensiones
disminuyen con la reduccio´n de la carga.
La generacio´n de los pin˜ones con geometr´ıa compensada se ha completado con la insta-
lacio´n de cremalleras de corte con perfiles modificados, que incluyen el abombamiento
parcial y total del perfil. Mediante estas modificaciones se consigue, adema´s de reducir
las tensiones de contacto y de flexio´n, predisen˜ar la funcio´n de error de transmisio´n en
Cap´ıtulo 8. Conclusiones y trabajos futuros 311
ausencia de carga. De esta manera, se puede predisen˜ar una funcio´n de error de trans-
misio´n en ausencia de carga que tienda a compensar a la funcio´n del error de transmisio´n
bajo carga, obtenie´ndose valores inferiores en el error de transmisio´n total.
Estas nuevas geometr´ıas se han analizado utilizando un modelo avanzado de elementos
finitos de la transmisio´n, a lo largo de dos ciclos completos de engrane. Como resultado
de estos ana´lisis, se pueden extraer las siguientes conclusiones:
(i) Mediante el uso de geometr´ıas compensadas modificadas para el pin˜o´n, la reduccio´n
de las tensiones ma´ximas de contacto y de flexio´n conseguida con la geometr´ıa
compensada se mantiene.
(ii) La modificacio´n de los perfiles de evolvente conlleva un incremento de los errores
de transmisio´n en ausencia de carga.
(ii) Escogiendo los niveles adecuados de abombamiento de los perfiles, se consigue
que el error de transmisio´n en ausencia de carga y bajo carga tiendan a compen-
sarse, reducie´ndose de esta forma el error de transmisio´n total. Se ha ilustrado la
eleccio´n de la cantidad o´ptima de abombamiento, que se realiza mediante procesos
iterativos.
8.2 Trabajos futuros
A continuacio´n se enumeran algunos trabajos a desarrollar en el futuro para completar
el trabajo presentado en esta tesis:
(i) En este trabajo se ha conseguido tener en cuenta el comportamiento ela´stico de los
ejes en los ana´lisis tensionales de transmisiones de engranajes, cuando e´stos se real-
izan a trave´s de me´todos anal´ıticos, semianal´ıticos y nume´ricos. En un futuro, ser´ıa
interesante poder completar estos ana´lisis incluyendo el comportamiento ela´stico
de los rodamientos y de sus apoyos. Es posible que en disen˜os de la transmisio´n en
los que la rigidez del conjunto formado por los ejes y los engranajes sea elevada,
la influencia de la deformacio´n de estos elementos sobre el estado tensional del
engrane cobre especial importancia.
(ii) En este trabajo se ha estudiado el factor de distribucio´n longitudinal de la carga.
Este factor se utiliza en los me´todos anal´ıticos utilizados para determinar las ten-
siones de contacto y de flexio´n en transmisiones de engranajes cil´ındricos rectos
y helicoidales bajo carga. Tiene en cuenta los incrementos que se producen, con
respecto a la tensio´n nominal, en las tensiones de flexio´n y de contacto debido
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a las desalineaciones del engrane. Tradicionalmente, este factor se define como
el cociente entre la intensidad de carga ma´xima y la intensidad de carga media.
En cambio, su significado real representa el cociente entre la tensio´n ma´xima (de
flexio´n o de contacto), y la tensio´n nominal. Resultar´ıa interesante extender la
comparacio´n realizada en este trabajo para tener en cuenta esta definicio´n alter-
nativa del factor de distribucio´n longitudinal de la carga, y ver en que´ medida
existe una relacio´n real entre una definicio´n y la otra.
(iii) En este trabajo se ha descrito un modelo semianal´ıtico para el ca´lculo de la dis-
tribucio´n de presio´n que se produce sobre la superficie de los engranajes como
consecuencia del contacto, teniendo en cuenta las deformaciones de los ejes bajo
carga. Como se ha descrito anteriormente, la resolucio´n del problema de contacto
se ha realizado utilizando el me´todo de los coeficientes de influencia. Los coefi-
cientes de influencia se han calculado a partir de la relacio´n de Boussinesq, con
ciertas modificaciones, de manera que la geometr´ıa de los dientes de engranaje se
aproximan mediante la superposicio´n de dos cuartos de espacio ela´sticos. No ob-
stante, estos coeficientes se pueden completar para que adema´s de tener en cuenta
la deformacio´n local de los dientes de engranaje que se produce como consecuencia
del contacto, tengan en cuenta tambie´n las deformaciones del diente debido a su
flexio´n, as´ı como las deformaciones debido a la torsio´n del cuerpo del engranaje.
La inclusio´n de estos comportamientos incrementar´ıa las capacidades y la precisio´n
del modelo.
(iv) El modelo semianal´ıtico presentado en este trabajo tiene como objetivo principal
la determinacio´n de la distribucio´n de presio´n de contacto en la posicio´n ma´s
desfavorable del ciclo de engrane, que es cuando la carga se transmite a trave´s
de una u´nica pareja de dientes. Para poder realizar el ana´lisis de contacto en
todo el ciclo de engrane, ser´ıa necesario implementar la posibilidad de contemplar
el contacto de forma simulta´nea en ma´s de un diente. Si bien esta operacio´n
no representa ninguna dificultad adicional, y es compatible con los algoritmos
presentados, es necesaria una investigacio´n ma´s profunda del comportamiento de
este modelo en dicha situacio´n.
(v) Se ha propuesto un procedimiento de modificacio´n de los dientes de los engranajes
cil´ındrcos rectos que permite compensar los efectos negativos de la desalineacio´n
de los engranajes producida por las deformaciones de los ejes bajo carga. Re-
sultar´ıa interesante extender este procedimiento de modificacio´n a transmisiones
de engranajes cil´ındricos helicoidales, y realizar una investigacio´n sobre las conse-
cuencias de aplicar esta modificacio´n en este tipo de engranajes.
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